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Abstract

According to the Greek Historian Herodotus, it took a task force of 100 000 men and 20
years to build up the Great Pyramide of Gizeh or Kuhfu’s Pyramid. In the present paper,
making use of basic concepts of Newtonian mechanics we discuss an analytical solution that
allow us to check Herodotus’ statement. We also discuss a simple model for the internal
stresses of the Great Pyramid that help us to shed some light on the reasons why the pyramidal
shape was chosen by several ancient civilizations for this type of monument. Numerical results
are compared with results obtained by other means.

Resumo

De acordo com o historiador grego Herddoto, foi necessdria uma forca de trabalho 100
000 homens e 20 anos para erguer a Grande Piramide de Giza, tembém conhecida como
a Piramide de Khufu (ou Quéops). Neste trabalho, fazendo uso de conceitos bdsicos de
mecanica newtoniana, apresentamos uma solucao analitica que permite verificar a afirmacdo
de Herédoto. Um modelo simples das tensdes internas da Grande Piramide que permite
entender a razdo pela qual a forma piramidal foi escolhida por diversas civiliza¢des na con-
strucdo desses monumentos também € discutido. Resultados numéricos sdo comparados tam-
bém com resultados obtidos por outros meios.
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1 Introducao

A Grande Pirdmide de Giza, também conhecida como a Pirdmide de Khufu ou a Pirdmide de
Quéop, foi construida entre os anos 2560 a.E.C. e 2040 a.E.C. para servir como tumba para o
Fara6 Khufu (ou Quéops, na forma grega) da IV dinastia [1]]. Originalmente, a Grande Pirdmide
tinha uma altura de 146, 5 metros e uma base quadrada de 230, 4 metros de lado [1I]. Na verdade,
ignorando as duas cAmeras mortudrias, a galeria, e as passagens ascendentes e descendente@ que
ocupam uma fracdo minima do volume total, a Grande Piramide pode ser considerada como um
enorme bloco macico de rocha com uma densidade média aproximadamente igual a 2 500 kg/m>.
O historiador grego Herddoto (c. 484 a.E.C.— c. 425 a.E.C.) afirmou que foram necessarios 10
anos para preparar o terreno e as cameras subterraneas e outros 20 anos e 100 000 homens para
construir a piramide propriamente dita. Outro problema interessante do ponto de vista mecanico é
a escolha da geometria da construgdo, também adotada com variantes por outras civilizagoes.

Nosso objetivo no presente trabalho serd triplo: (a) calcular analiticamente o trabalho em-
pregado para erigir a Grande Piramide; (b) verificar a afirmacdo de Herddoto; e finalmente, (c)
construir um modelo simples para a distribui¢do das tensdes internas da piramide que permite sus-
tentar o prprio peso. A primeira parte do problema € proposta em [2], mas a solu¢do analitica é
omitida, apenas os resultados numéricos sdo apresentados. A segunda parte, tanto quanto é con-
hecimento do autor, enquanto problema apropriado a discussdo no ensino universitario de fisica
basica, € inédita.

2 Trabalho e energia potencial

O trabalho mecanico realizado pelos agentes externos fica armazenado sob forma de energia poten-
cial gravitacional da piramide em relagdo a Terra. A mecanica newtoniana permite-nos substituir
a piramide por um ponto material, o centro de massa. A massa associada a esse ponto é a massa
total M e sua localizagcdo pode ser calculada com um minimo de esfor¢co se levarmos em conta a
simetria da pirdmide. Tomando como origem de um sistema de coordenadas cartesiano, o centro
geométrico da base quadrada da piramide, o c. de m. estd localizado no ponto de coordenadas
P(0,0, z. gem. ), onde z. 4 € aaltura do c. de m. da pirdmide (que serd calculada mais adiante).
Voltando ao cdlculo do trabalho realizado, tomamos como referéncia o nivel do solo e escreve-
mos
W gentes externos = AUpisamiace = M g Ze dem., (D

onde M é a massa da piramide, g = 9, 8 m/s? é a aceleragio gravitacional préximo 2 superficie da
Terra. Para prosseguir devemos calcular z. 4 ,,. Por defini¢do, veja [2] ou qualquer outro livro de
mecanica basica:

' As trés grandes pirdmides do plato de Giza (ou Gizé) sdo também conhecidas como as pirimides de Quéops (Khufu).
Quéfrem (Khafre) e Miquerinos (Menkaure), nomes helenizados.
*Uma caracteristica tinica da Grande Pirdmide.



Figure 1: Esquema interno da Grande Piramide. (Ilustracdo Wikipedia.)

1
Ze dem. ‘= 7 /zdm. (2)

Em outros dizeres: se fatiarmos a pirdmide em elementos de massa dm paralelos a sua base, entdo
Z. eem € @ média ponderada das alturas z dos elementos de massa dm. Se A(z) € a se¢do reta da
pirAmide na altura z, podemos escrever dm = p A(z)dz, onde p é a densidade. Se a densidade for
uniforme, M = pV,onde V = (1/3)ApH, onde Ay e H sdo a drea da base e a altura da pirdmide,
respectivamente. Portanto,

3

H
Ze dom = Al /0 zA(z)dz. 3)

Fazendo uso do Principio de Cavalieri [3] escrevemos:

A(z):<H—z>2. @

Ay H
Subsituindo A(z) na integral na eq. (3 temos
3 (1 (H-2\?
Ze dem. = ﬁ /0\ z < H > dZ. (5)

Efetuando a integral obtemos

1
Ze dem. — Z H. (6)



Portanto, o centro de massa da pirdimide estd localizado no ponto z. 4. ,(0,0, H/4). O trabalho dos
agentes externos se escreve
Wagentes externos —— M.g H =-zPg AO H . (7)
4 12
Esta é a solug@o analitica que buscdvamos. Podemos agora substituir os dados numéricos que
temos nesta expressao

1
M@mNmmszii><2HM><&8><@&L®2><Q&L&2w2j,x10ml (8)

3 A estimativa de Herodoto

Vejamos agora se Herddoto estava certo ao afirmar que foram necessdrios 100 000 homens e 20
anos (2 x 10% homens-ano) para construir a Grande PirAmide. Seguindo [2], suponhamos que
cada trabalhador consuma 1 500 kcal por dia e que apenas 10 % desse total sejam utilizados como
trabalho mecanico na constru¢do. Nosso resultado em kcal (1J = 0, 23901 cal) se escreve:

deenles externos ~ 57 2 X 108 kcal- (9)

Um homem-dia é capaz de realizar 150 kcal ou 5,48 x 10* kcal/ano de trabalho il (do ponto de
vista do Faraé e de seu arquiteto-mor, HemuinLﬁ), logo s@o necessarios

5,02 x 108
5,48 x 104

que é um resultado bem menor do que a estimativa de Herédoto, pois corresponde grosso modo a
9000 homens trabalhando durante 10 anos. Este resultado pode ser comparado com a estimativa
detalhada de Illig e Lohner citada em [4]]. Tllig e Lohner concluem que foram necessarios 6 700
trabalhadores durante um periodo de 10 anos para erigir a Grande Piramide. Este resultado pode
ser comparado com a estimativa de outros egiptélogos, como por exemplo, o arquedlogo americano
Mark Lehner que sugere 20 000 homens em 20 anos, isto é: 4 x 10° homens-ano [3].

=9,17 x 10* homens-ano, (10)

Por outro lado, se a estimativa de Herédoto fosse corretaEI isto significaria que trabalhar na
constru¢do de uma pirdmide talvez nao fosse tdo ruim assim. De fato, de acordo com Donald B.
Redford da Penn State University, citado em [6], a imagem que temos de escravos sendo obrigados
a construir pirdmides contra a vontade € incorreta. De acordo com Redford, no Antigo Egito, o
conceito de trabalho escravo nao é um problema fécil de ser entendido em razao dos complicados
aspectos das leis concernentes a servidao e a escraviddo. E mais, ainda de acordo com Redford,

3Provavelmente, irmdo de Khufu.
*Muito improvavel. Herédoto recolheu esses dados em uma viagem ao Egito, por volta de 450 a.E.C.. Suas im-
pressdes a respeito de Khufu e da organizagdo social e politica do Antigo Egito sao muito negativas.



os camponeses que trabalhavam nas piramides tinham direito a isengdes de taxas, viviam em vilas
proximas ao sitio da constru¢do e tinham direito a moradia, alimentagdo e vestudrio. Convém
notar que muitos desses trabalhadores eram artesdes e artistas altamente qualificados. Escavagoes
mais recentes parecem confirmar as hipéteses de Redford. Nada mal se fossemos camponeses ou
artesdos designados para trabalhar na construcdo da Grande Piramide.

4 Um modelo para a distribuicao das tensoes internas

A Grande Piramide nos da a oportunidade de analisarmos a variagdo da tensdo com a altura. Na
base, esta tensdo interna deve suportar o peso total da piramide, no vértice, a tensao deve ser nula.

. l ;/l//l i o(z +dz)
A(z) | o(z)

Figure 2: Tronco de pirdmide infnitesimal em equilibrio mecénico.

Suponha que a pirdmide seja dividida em troncos de piramide infinitesimais. Considere um
elemento representativo da particdo de massa dm = p A(z)dz a uma altura z. Seja o(z) o campo
de tensdes no interior da piramide. Em equilibrio mecanico,

—0(z+dz)A(z +dz) + 0(2) A(2) — pg A(2) dz = 0. (11)

Escrevendo o(z + dz) ~ o(z) + (do/dz) dz e A(z + dz) =~ A(z) + (dA/dz) dz, substituindo em
(I e simplificando obtemos

dfo(z) A(2)]

7 = —pgA(z), (12)



A solucdo formal desta equagdo diferencial para p e g uniformes no espago é

o(2) A(z) = —pg / A(z)dz + C, (13)

onde C' é uma constante de integracdo. Fazendo uso mais uma vez do Principio de Cavalieri, eq.

(@), podemos escrever
Z\2 Z\2
a(2) (1 - E) =-pg / (1 — E) dz + C. (14)

Definindo

w(z)=1- — dz = —Hdw, (15)

z
ﬁ 9
(&) integrando otemos
w?(2)

3

A forga vertical que o solo exerce sobre a pirAmide deve equilibrar o peso desta, isto significa que
para z = 0,

o(2)w’(z) = pgH +C. (16)

M 1
o(0) = A—j’ — 3 pgH. (17)

Como para z = 0, w(0) = 1, da eq. (16) segue entdo que C' = 0, e 0 campo das tensdes internas
varia com z de acordo com

1
J(z):§ng (1—%), 0<z<H. (18)

Observe que para z = H, a tensdo interna o(H ) é nula. Como o produto (1/3) pg H vale 1,2 x
10 N/m?, e como a drea da base vale (230, 4)? m?, forga na base o(0) x Ag vale 6,4 x 10'° N,
aproximadamente 6 400 000 toneladas-forca! Esta forca equilibra o peso total da Grande Piramide.
A pirdmide de base quadrada e estruturas similares, suportam a maior parte do peso da estrutura
nas suas partes inferiores. O peso da piramide em fun¢do da da sua altura é dado por

z I\ 2
P(z) = / dm g = pg / A(z)dz = pgAy / (1 — %) dz’, (19)
0

Fazendo como antes w = 1 — 2/ / H, temos

P(z) = pgH Ag / w? dw, (20)
1—-2

H

Efetuando a integral obtemos



P(z) = %ngAO [1 - (1 . %)3] — My [1 . (1 - %)3] . @1)

O peso da parte superior da pirdmide é

3
P*(z) = Mg— P(z) = Mg (1- =), (22)

veja a Figura[3l Este peso deve ser equilibrado pela for¢a exercida pela parte inferior da pirAmide,
F(z) = o(z) A(z). Para um dado valor de z, podemos definir a parte inferior da pirdmide, pela
razdo z* = z/H < 1, e a parte superior por z/H > z*. Usando a eq. (I8) e o Principio de
Cavalieri, eq. (@), verificamos facilmente que F'(z) = P*(z), Suponha que z = (1/4) H, isto é,
suponha que a parte inferior da pirdmide tenha a altura do centro de massa. Entdo

F(H/4) = 0,42 Mg, (23)

isto €: a parte inferior sustenta quase a metade do peso total da piramide. O leitor podera verificar

F(z)

P(2)

%N

Figure 3: A forca F'(z) exercida pela parte inferior da pirdimide equilibra o peso da parte superior,
P*(z) = Mg — P(z2).

ele préprio que metade do peso da parte superior da pirdmide € sustentada pelo tronco de priamide
imediatamente abaixo de altura igual a 0,21 H. A escolha da forma piramidal (ou similar) significa
que a maior parcela do peso a ser sustentado recai sobre as camadas inferiores da estrutura, veja
o grifico mostrado na Figura ] e é esta a razdo que permitiu a muitas civiliza¢des antigas erigir
monumentos colossais e estdveis.
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Figure 4: Gréfico da forga F(z/H) = Mg (1 — z/H)?, exercida pela parte inferior da pirAmide,
definida z* = z/H < 1, sobre a parte superior, definida por z/H > z*.

S Observacoes finais

A Grande Piramide de Giza € a tnica das Sete Maravilhas do Mundo Antigo que sobreviveu ao
tempo e as vicissitudes da histéria. Hoje em dia, as pirimides egipicias exercem um enorme
fascinio sobre grandes parcelas do publico leigo que vém nelas sinais e mistérios muitas vezes
interpretados de modo delirante, como por exemplo, a crenca de que as pirdmides foram contrui-
das com o auxilio de supostas civilizacOes extraterrestres. As pirdmides egipcias foram construidas
como monumentos flinebres para os farads egipcios e os estudiosos nao tém dividas que sua funcao
era a de servir como um elo entre o mundo sobrenatural e o natural. Arquedlogos e historiadores
tém evidéncias convincentes de que os homens encarregados de construir a Grande Pirdmide tin-
ham conhecimentos praticos de astronomia e matematica, e também nocdes simples sobre as leis da
mecanica. Mesmo o modo pelo qual as pirdmides foram construidas, embora ndo haja certeza abso-
luta, pode ser entendido com modelos verossimeis envolvendo cordas, roldanas e rampas, [4. 6] [7].
Veja também em [8]], uma desri¢do bastante interessante sobre como o uso da propor¢io correta de
dgua e areia — de uma parte de dgua para cinquenta de areia até a uma parte de dgua para vinte de
areia — poderia ter reduzido a metade a forg¢a necessaria para arrastar os blocos de rocha desde as
pedreiras até o sitio da construcdo. Em suma, ndo ha necessidade de explicagdes esdriixulas.

O problema da construgdo da Grande Piramide de Giza que discutimos aqui é um 6timo de



exemplo de problema interdisciplinar e como tal acreditamos que podera ser discutido com proveito
no nivel universitdrio e com algumas simplificacdes ou adaptagdes, também no ensino médio.
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