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1 Introducao

Neste guia para o professor, apresentamos uma proposta didatica para ser realizada
pelos alunos que estabelece uma relacdo matematica entre a mudanca de temperatura
de um corpo e sua evolucao temporal. A partir da constru¢do de um experimento e da
analise dos resultados obtidos construimos uma lei de resfriamento que um determinado
volume de dgua obedece. Utilizamos os resultados desse experimento para construir um
relogio natural: conhecendo-se o resfriamento realizado pelo volume de agua podemos
determinar o intervalo de tempo correspondente para que esse resfriamento ocorra.

Descrevemos uma atividade didatica de maneira a representar, para os alunos, uma
equagao do resfriamento e demonstramos como transformé-la na equacao do relégio na-
tural. Determinamos também um parametro de comparagao entre volumes de dgua dife-
rentes e sua relacdo com as diferentes taxas de resfriamento observadas.

A atividade proposta consiste em estudar o resfriamento espontdneo de uma certa
quantidade de agua que se encontra em um meio de menor temperatura, ou seja, ob-
servamos o comportamento da agua ao resfriar em relacdo ao tempo. Representamos
graficamente a variagdo da temperatura desse volume de dgua e, em seguida, analisamos
geometricamente e algebricamente o comportamento das grandezas fisicas envolvidas no
problema. Dos resultados obtidos, estabelecemos uma relagao matematica que representa
algebricamente a evolugao temporal do resfriamento da agua. Concluimos a atividade
construindo um relégio natural a partir da relagdo matematica encontrada.

Esse material instrucional esta associado a dissertacao de mestrado apresentada por
Vinicius Bandeira de Melo| (2024) ao Programa de Pés- Graduagao em Ensino de Fisica
da UFRJ.



2 O experimento

Apresentamos nesse capitulo uma atividade em que o estudante do Ensino Médio, sob
a orientagao do professor, pode praticar em sala de aula regular. Estudamos, nessa ati-
vidade, o resfriamento espontaneo de uma certa quantidade de agua que se encontra em
um meio de menor temperatura, ou seja, observamos o comportamento da dgua ao res-
friar em relagao ao tempo. Representamos graficamente a variacao de temperatura desse
volume de agua e, em seguida, analisamos geométrica e algebricamente o comportamento
das grandezas fisicas envolvidas no problema. Podemos, entao, estabelecer uma relacao
matematica que represente a evolucao temporal do resfriamento da agua.

Por fim, repetimos o mesmo processo para varios volumes de agua. Conhecendo-
se o resfriamento realizado pelos volumes de agua determinamos o intervalo de tempo
correspondente para que esses resfriamentos ocorram. Desse modo, a partir dos resultados
do experimento, construimos um relégio natural. Para concluir a atividade, empregamos
esse resultado para estimar o tempo necessario para resfriar um volume de agua contido

em uma esfera de raio igual ao raio terrestre.

2.1 Material utilizado

Os materiais empregados na atividade foram os seguintes: dois béqueres de volumes
distintos (V = 0,60(5)L e V = 4,00(5) L) [} como ilustrados na Figura [1] ; um aquece-
dor de agua, de poténcia P ~ 1000 W; um par de esquadros de lado maior L = 30cm;
um termometro de mercirio apropriado para medir temperaturas de liquidos com es-
calas termométricas de —10,0°C a 150,0°C e uma incerteza de +0,5°C; cronémetro de
smartphone com uma incerteza estimada de 4+0,1sec ~ +0,02min e diferentes volumes
de dgua filtrada. O modelo do termdémetro utilizado em nossas atividades esta ilustrado
na Figura

E de muita importancia salientarmos a seguranca no ambiente de trabalho. Por isso,
para evitar eventual acidente, aconselhamos o uso de jalecos de protecao durante a realiza-
¢ao do experimento, como ilustrado na Figura [2b] Também recomendamos que a pratica
seja feita no ambiente laboratorial e que todos, inclusive o professor, estejam utilizando
luvas de acrilico, ja que estariam lidando com vidros, liquidos a altas temperaturas e
termOmetros de mercurio. A escolha da posicao do material na bancada, durante a pra-
tica, deve ser feita de modo a manter a seguranca adequada para todos os participantes
da atividade.

1 Ao longo deste trabalho indicamos as medidas com suas incertezas na representacio
(10,00 £ 0,02) min = 10,00(2) min.
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(a) (b)

Figura 1. — Béqueres de volumes distintos. (a) Béquer de volume V = 4,00(5) L. (b)
Béquer de volume V' = 0,60(5) L.

(a) (b)

Figura 2. — (a) Termometro quimico de mercirio apropriado para medir temperaturas
de liquidos com escala externa de —10,0°C a 150,0°C e uma incerteza de £0,5°C. (b)
Recomendamos o uso de jalecos de protecdo durante a realizacdo do experimento.

2.2 Resfriamento da dgua

Incialmente, medimos a temperatura ambiente T}, € anotamos o seu valor para efeito
de discussao em sala de aula. Em seguida, preenchemos o béquer escolhido com agua até
a marcagdo de volume desejada e registramos essa medida. Depois aquecemos a agua
até a sua ebulicdo ou até uma temperatura pré-definida. Retiramos o aquecedor da agua
aquecida e introduzirmos o termémetro. Ligamos o cronometro do celular e, em intervalos
de tempos ja pré-estabelecidos, anotamos a temperatura correspondente no caderno de
laboratério.

Tendo construido o aparato experimental, dado inicio & pratica e realizado a aquisicao
dos dados da evolugao da temperatura da agua em fun¢do do tempo, organizamos esses
dados em uma tabela para posterior analise. Podemos sugerir, inclusive, que antes de

realizar a primeira coleta de dados, o professor discuta com os alunos como fazer as
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medidas experimentais, como anota-las e qual aluno sera incumbido de cada tarefa. Essa
discussao é essencial para que os alunos aprendam como proceder em relagao a organizagao
das tarefas em uma aula experimental e ao trabalho em grupo. Pretendemos com esse
procedimento desenvolver as habilidades experimentais dos estudantes.

E importante lembrar que as medidas podem ser realizadas de vérias maneiras. Sendo
assim, os alunos devem ser encorajados a executa-las do modo que eles julguem o mais
apropriado, desde que se organizem para tal desde o inicio da atividade. Ou seja, a
temperatura pode ser marcada em relagao a variacoes fixas de tempo a partir de um valor
inicial ou que os estudantes podem aferir a temperatura em intervalos de tempo aleatoérios.
Cada maneira de se realizar a aquisicao de dados pode ter seus pontos positivos e negativos
dependendo do ponto de vista organizacional e isso deve ser discutido pelo professor com
os alunos, em acordo com os objetivos do experimento.

Outra etapa importante da atividade é a construgao e a andalise dos graficos. Esse
processo é essencial do ponto de vista didatico e deve ser explorado em todas as suas
possibilidades. Por exemplo, na escolha das escalas, na marcagao dos dados obtidos e na
determinacao da curva mais simples para a sua representacao devem ser tratados como
processos fundamentais para o aprendizado do aluno. Acreditamos que se trabalharmos
da maneira mais apropriada possivel, essas habilidades desenvolvidas pelos alunos podem
representar uma valiosa ferramenta para a analise das diferentes informagoes que o cercam

no seu cotidiano.

2.2.1 Temperatura da dgua vs. instante de tempo para V' = 3,00(5) L

A Tabela [I] apresenta a temperatura da dgua T vs. instante de tempo ¢t para um
volume de dgua V' = 3,00(5) L, para uma temperatura ambiente T, = 39,0(5)°C. A
correspondente taxa de variagdo de temperatura, (AT/At), também estd indicada na

mesma tabela.

Tabela 1. — Temperatura 7' da agua vs. instante de tempo ¢ para um volume de agua
V =3,00(5) L, para uma temperatura ambiente Ty, = 39,0(5) °C.

n  instante de tempo t,(min) temperatura T, (°C) taxa de variacio (AT/At),(°Cmin~1)

0 0,00(2) 91,0(5)

1 10,00(2) 81,0(5) —0,98(5)
2 20,00(2) 71,5(5) —0,78(5)
3 30,00(2) 65,5(5) —0,60(5)
4 40,00(2) 59,5(5) —0,48(5)
5 50,00(2) 56,0(5) —0,38(5)
6 60,00(2) 52,0(5) —0,30(5)
7 70,00(2) 50,0(5) —0,25(5)
8 80,00(2) 47,0(5) —0,20(5)
9 90,00(2) 46,0(5)
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Os instantes de tempo #(min) correspondem aos instantes de tempo indicados pelo
cronémetro. Consideramos como incerteza 6t = 0,02 min e 7 = 0,5°C para os instantes
de tempo t e temperatura T', respectivamente.

Para cada instante de tempo t,, determinamos a taxa de variacao da temperatura
(AT/At), correspondente da seguinte forma:

AT o Tn+1 - Tn—l
At )

: 2.1
tn—l—l - tn—l ( )

onden=1,2,---,8. A expressao

AT 26T, 23t,,
( At >n <Tn+1 — T, + tht1 — tn_1> (2.2)

determina a incerteza da taxa de variacao da temperatura.

A evolugdo da temperatura da dgua, para um volume V' = 3,00(5) L, representada na
Tabela [T pode ser melhor percebida com o auxilio do grafico indicado na Figura[3] Cabe
salientar também que a incerteza instrumental da temperatura é menor do que o raio do

circulo utilizado no grafico para representar as medidas de temperatura.

100

80

60

40 I V =3,00(5) L

temperatura T (°C)

20

i JL A Y S I O
0 20 40 60 80 100 120

tempo t (min)

Figura 3. — Temperatura T' da dgua vs. instante de tempo ¢t para um volume de agua
V' =3,00(5) L. A linha continua corresponde a um guia para os olhos para representar
o resfriamento da dgua desde a temperatura inicial Ty até uma temperatura proxima a
temperatura ambiente Ty, = 39,0(5) °C, em cerca de duas horas.

De acordo com o gréafico da Figura |3| podemos notar que houve diminuicao da tem-
peratura ao longo do tempo. Notamos também da mesma figura que, em cerca de duas
horas, a temperatura do volume de agua varia de sua temperatura inicial Ty até uma
temperatura préxima a temperatura ambiente T,,,, = 39,0(5) °C.

A taxa de variagdo da temperatura da dgua, para um volume V' = 3,00(5) L, represen-

tada na Tabela[l], também pode ser melhor analisada com o auxilio do grafico representado
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na Figura [l Notamos, a partir da Figura [4] algumas caracteristicas do resfriamento da
agua: quanto mais perto a temperatura da agua se aproxima da temperatura ambiente,
maior é o intervalo de tempo que a 4dgua necessita para alterar a sua temperatura, ou

seja, ocorre uma mudanca da taxa de resfriamento da agua ao longo do seu resfriamento.

'c 7 |
E H /v 3,00
=3,0005) L
© 02 —
o ’ /{/( ]
g L |
© H |
g 04 i
g L |
9] L |
3 i / ]
o 06
T L 4
O
R r 1
§ H |
o) 0.8 J
] L |
3 T,
0 20 40 60 80 100 120

tempo t (min)

Figura 4. — Taxa de variagdo da temperatura AT /At da dgua vs. instante de tempo
t para um volume de dgua V = 3,00(5) L. A linha continua corresponde a um guia para
os olhos para representar a taxa de resfriamento da dgua desde o instante inicial até
quando a agua praticamente para de resfriar.

Para determinar quais fungoes matematicas descrevem os processos descritos geome-
tricamente nas Figuras e , procedemos por etapas. A principio consideramos uma
fungéo linear, como mostrado na Figura 5

Podemos descartar essa funcao porque ao ajustar geometricamente os dados expe-
rimentais a uma reta verificamos que o ajuste nao contempla todos os pontos, como
mostrado na Figura [f] Porém, ao tragarmos essa reta entre dois pontos concluimos que
estamos diante de uma funcao convexa. De fato, ao observamos a Figura [5| percebemos
que

T (“g”) < ; T(t) + T(t) . (2.3)

Pelo fato de ser uma funcao convexa vamos investigar se a fungao procurada é um polino-
mio de ordem dois, como indicado na Figura [6]

Para determinar essa fungdo recorremos ao método geométrico, como descrito por
Lockwood| (1961)). Conjecturamos sobre o valor da menor temperatura do sistema, como
indicado na Figura [0 Localizamos o vértice da pardbola procurada tragando uma linha
horizontal que passa por essa temperatura. Tracamos também retas tangentes a curva

procurada até a intersecdo com a horizontal definida anteriormente.
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100
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Figura 5. — A linha continua azul representa o resfriamento da dgua para um volume
V' =3,00(5) L. A reta vermelha representa uma fungao que contempla o comportamento
experimental somente em dois instantes, indicados pelas flechas.

6 N
<
~ 60
© L
= ,
o ——
2 sS40 V=3,00(5) L

IS L
)

20

0 I I S - I S
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Figura 6. — A linha continua azul representa uma guia para o olho do resfriamento
da dgua para um volume V = 3,00(5) L. A flecha representa uma conjectura sobre o
valor da menor temperatura do sistema. Os tridngulos representam as tangentes e as

perpendiculares as tangentes utilizadas no método geométrico descrito por |Lockwood
(1961)).

A partir dos pontos de intersecao tracamos perpendiculares as retas tangentes. Se
essas retas perpendiculares se interceptam em um mesmo ponto, esse ponto define o ponto
focal da parabola procurada. A projecao desse ponto sobre a abscissa define o instante de

tempo em que a temperatura do volume da dgua considerado atinge seu valor minimo. A
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funcao parabdlica procurada é a curva envelope de todas as tangentes tracadas por esse
método.

Notamos da Figura[6|que ndo ocorre a intersegao das retas perpendiculares as tangentes
tracadas. Portanto, o método mostra que a curva procurada nao é um polindmio do
segundo grau. Observamos também que a definicdo dessa temperatura limite é crucial
para a representagdo matematica do resfriamento da agua.

Podemos aplicar o mesmo método para determinar se a taxa de resfriamento varia de
acordo com o polindémio do segundo grau. Esse método, representado na Figura [7] exige
que localizemos o vértice da parabola tracando uma linha horizontal que passa pela taxa

de resfriamento nula.

V =3,00(5) L

taxa de variagédo da temperatura (°C min 1)
o S
o £

I — |
ﬁi EEpZ |
1.0 L ;’ L / I |- I
0 20 40 60 80 100 120

tempo t (min)

Figura 7. — Taxa de variagdo da temperatura AT /At da dgua vs. instante de tempo
t para um volume de dgua V' = 3,00(5) L. A linha continua corresponde a um guia para
os olhos para representar a taxa de resfriamento da agua desde o instante inicial até
quando a dgua praticamente para de resfriar. Os tridngulos representam as tangentes e
as perpendiculares as tangentes utilizadas no método geométrico descrito por |Lockwood
(1961)).

Notamos da Figura [7] que as retas tangentes nao envelopam a curva procurada. Por-
tanto, também podemos concluir que a taxa de resfriamento nao varia de acordo com um
polinémio de segundo grau. Por esse motivo, usaremos outro método para determinar
qual funcao algébrica descreve o resfriamento da dgua. Inicialmente, construimos o gréafico
da variagdo de temperatura em fungdo da temperatura, como ilustrado na Figura 3]

Podemos notar da Figura [§ que a variagao da temperatura ¢ linear e atinge um valor
limite 77, = 37(3) °C quando é nula a taxa de variagao da temperatura. Concluimos que,
dentro da margem de incerteza, a temperatura da dgua alcanca a temperatura ambiente.
A partir da Figura [9] podemos determinar os parametros dessa reta assim como suas

incertezas.
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Figura 8. — Taxa de variagao da temperatura u = AT /At da dgua vs. temperatura T’
para um volume de dgua V' = 3,00(5) L. A linha continua corresponde a uma reta que
passa pela maioria dos pontos.
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Figura 9. — Taxa de variagao da temperatura u = AT /At da dgua vs. temperatura T
para um volume de dgua V = 3,00(5) L. Os dados experimentais mostram que a reta

procurada pode ter uma menor e uma maior inclinacao.

A partir da reta representada no gréifico da Figura [0] determinamos o seu coeficiente

angular b e sua respectiva incerteza db da seguinte maneira. Primeiro definimos u =

AT /At e determinamos by,.y, 0 maior valor possivel para b:

bmax -

Airmin

AUpax

onde Auyay, = 1,50°C/ min e AT, = —60°C.

= —0,025 / min,

(2.4)
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Em seguida determinamos b,;,, 0 menor valor possivel para b:

binin = = —0,020 / min, (2.5)

onde Ay, = 1,2°C/ min e AT .x = —60°C.

Estabelecemos o valor de b como a média aritmética entre byax € bmin:

bmax bmin .
b= ;_ = —0,023 / min. (2.6)

Para determinar a incerteza 0b usamos o seguinte procedimento:

bmax - bmin .
0b =~ = —0,003 / min. (2.7)

Logo, o valor de b para V' = 3,00(5) L corresponde a b = —0,023(3) / min.

A partir da mesma reta representada no gréafico da Figura [J] observamos que

0—u
b= 2.8
T, 7T (2.8)
e, portanto, podemos concluir que
AT
— = —|b|(T —T1). 2.9
= bl - Ty) (29)

A taxa de variacao da temperatura da dgua em um dado instante é linearmente proporci-
onal a diferenca entre sua temperatura, nesse mesmo instante, e a temperatura ambiente.
Conforme o tempo evolui, a temperatura da dgua diminui e, ao atingir a temperatura
limite, a temperatura do volume de agua cessa de variar.

Para determinar a func¢ao polinomial
T(t) = ag + art + ast® + ast® + - - - (2.10)
que obedece a equagao procedemos da seguinte maneira. Observamos que
T(t+ At) = ag + ay(t + At) + as(t + At)* + as(t + At) + - - (2.11)

Consideramos At << t e, desse modo, usamos a expansao binomial e podemos escrever

que
T(t+ At) = ag + art (1 + Af) + agt? (1 + 2Att> + agt? (1 - 3Att> +o 0 (212)
A diferenca entre e corresponde a
T(t+ At) — T(t) = ay At + 2axt At + 3azt’ At + - - - . (2.13)

Portanto, reescrevemos o lado esquerdo de (2.9) na forma

T(t+ At) —T(t)

N, = ay + 2ast + 3azt® + - - - . (2.14)
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Substituimos (2.14]) e (2.10) em (2.9)) e obtemos a igualdade
a, + 2a2t -+ 3a3t2 + o= —|b|(a0 + Cth + a2t2 -+ a3t3 + o= TL) (215)
que é satisfeita somente se

ay = —|b| (ag — T1),

2(12 = —|b‘(11,
3az = —|blay, (2.16)
na, = —|bla,_1.

Por consequéncia, obtemos os coeficientes do polinémio procurado na forma

ay = —[b] (a0 = Tp),

b 2
Qo = |2| (ao — TL) s
_ E( Tr) 2.17
a3 = 3.9 Qo L), ( : )
) L L
nn—1)----3-2-1
Substituimos esses coeficientes em (2.10]) e obtemos
10— a0 o 101 1t
= Qg ’ ‘(OJQ L)t—|— 9 ((10 TL)t 6 ( 0 TL)t + e (218)

A evolugao da temperatura estd determinada a menos do coeficiente ag. Para resolver
esse problema substituimos ¢ = 0 em (2.18]) e obtemos

TO = Q. (219)

Logo, podemos descrever a evolucao da temperatura na forma

b|? b3
T(t)="To— |b| (To —Tp)t + |2|(T0 — TL)t2 — |6|(TO — TL)t3 4o (2.20)
ou, ainda, na forma
b o 1BP
T(t)—T,=(To —Ty) 1—|b|t+7t —?t +--0 . (2.21)

Notamos que a série alternada que aparece entre parénteses, no lado direito da equa-
¢ao (2.21)), corresponde a expansao em séries da poténcia e”, onde x = —|b|t. Concluimos,

assim, que a evolugao temporal da temperatura é descrita pela funcao exponencial:

T—Ty, = (Ty — Tp) e ", (2.22)
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onde o parametro |b| corresponde a uma constante de resfriamento do sistema.

De acordo com a equagao (2.9, a taxa de variagdo da temperatura da dgua em um
dado instante é linearmente proporcional a diferenca entre sua temperatura, nesse mesmo
instante, e a temperatura ambiente. Esta caracteristica indica que a temperatura futura
do volume de agua considerado depende de sua temperatura presente. De fato, podemos
definir n = t/At e relacionar a temperatura no instante posterior, 7,1, com a tempera-

tura no instante atual, 7;,, como mostrado no diagrama da Figura (10}

V =3,00(5) L

100 \ [ i
/|
i yd
80 s
o I ped
< v d
L& 60 [//
s p: S
=}
© p
by 40 J
g
9} I Vi
20
/7
"4
0 L 1 1
0 20 0 60 80 100 120
temperatura Tn (°C)

Figura 10. — Gréfico referente ao método de Lémeray-Ford-Walford. Relacdo entre a
temperatura no instante posterior (7,41) com a temperatura no instante atual (7,),
onde n é definido por n = t/At. Podemos descrever duas retas: uma com coefici-
ente angular igual a unidade e outra com coeficiente angular menor que a unidade,
correspondente aos dados experimentais. O encontro das duas retas nos indica uma
temperatura limite (77, = 39(1) °C).

Para determinar a fungdo T'(t) que descreve a evolucao da temperatura da dgua no
seu processo de resfriamento, aplicamos o método de Lémeray-Ford-Walford (LEMERAY,
1897; FORD, 1933; [WALFORD) |1946). Do diagrama representado na Figura , cons-
truimos duas retas: uma com coeficiente angular igual a um e a outra com coeficiente
angular ¢ menor que um, correspondente aos dados experimentais. Podemos notar que o
cruzamento das retas indica que a evolugao temporal da temperatura no instante futuro
fica cada vez mais proxima da temperatura no instante atual. Podemos assim afirmar que
a temperatura do sistema alcanga uma temperatura limite 77, = 39(1) °C definida pelo
cruzamento das duas retas.

Da reta correspondente aos dados experimentais, ilustrada no diagrama representado
na Figura [10] podemos calcular seu coeficiente angular ¢ e a sua incerteza dg de maneira

similar ao procedimento empregado na pagina para a determinacao do parametro b
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(equagao (2.7))). Primeiro determinamos gmax, 0 maior valor possivel para ¢:

max — A~ oo 0, 81. 2.23
¢ 99 — 33 (2.23)

Em seguida, determinamos ¢nin, 0 menor valor possivel para g:

86 — 40
e . 2.24
min 101 — 40 0,75 ( )

Estabelecemos o valor de ¢ como a média aritmética entre ¢uax € Qumin:

_ Gmax + (min
q e —

: =0,78 (2.25)

Para determinar a incerteza dq usamos o seguinte calculo:

5q = w = 0,03. (2.26)

Logo, o valor de ¢ corresponde a ¢ = 0, 78(3).
Para relacionar algebricamente a temperatura no instante futuro (7,,41) com a tem-
peratura no instante presente (7)) podemos escrever a equagao da reta de coeficiente

angular ¢ na seguinte forma:

Th — 17,
= — 2.27
T T, (2.27)
Fazemos a mudanga de variavel T,, — T, = 0,, em (2.27)) e obtemos a expressao
Opi1 = qOn. (2.28)

A partir da equagao (2.28) podemos também relacionar a temperatura 6, no instante de

tempo n com a temperatura inicial 6,. Notamos que, para n = 0, temos

Para n =1, temos
62 = q«91 = q290. (230)
Para n = 2, temos
93 = q92 = q390. (231)
Para n = 3, temos
94 = q93 = q490. (232)
Podemos concluir que
0, = 0uq". (2.33)

Podemos escrever ¢" na forma

n In g™

" = et = ening, (2.34)
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Lembramos também que n = t/At. Desse modo, ([2.34) assume a forma
qn _ €—|lnq(t/At)|7 (235>

onde Ing < 0. Definimos a constante A pela expressao

A= ‘123’ (2.36)
e, ao substituir na , e o resultado obtido em , concluimos que
0, = Ope . (2.37)
Portanto, ao substituir (2.37) em ([2.28)), concluimos que
T—T,=(Ty—Tp)e ™. (2.38)

Observamos que o sistema se resfria de forma exponencial e o pardmetro A corresponde
a uma constante de resfriamento do sistema, resultado similar a .

A partir do valor de g determinado em e sabendo que At = 10,00(2) min,
calculamos com o auxilio da equagao o valor A para o volume V = 3,00(5) L.

Dos valores experimentais determinamos \ e sua incerteza d\ da seguinte maneira.

Primeiro determinamos A.,, 0 maior valor possivel para A:

IN(Gmax)
Atmin

)\max -

— 0,028 / min, (2.39)

onde Atyin = 9,98 min. Em seguida determinamos A,;,, 0 menor valor possivel para A:

1 min .

Ay = Z(gmax) — 0,021 / min, (2.40)
onde Atpax = 10,02 min. Estabelecemos o valor de A como a média aritmética entre A ..
€ >\rnin:

Amax )\min .

A= ;r = 0,025 / min. (2.41)

Para determinar a incerteza d A usamos o seguinte calculo:
)\max - )\min .
0N = — 5 = 0,004 / min. (2.42)

Logo o valor de A para V' = 3,00(5) L corresponde a A = 0,025(4) /min. Esse resul-
tado é menos preciso que o encontrado para o valor de |b| = 0,023(3) / min determinado
anteriormente.

Observamos de alguns instantes de tempo caracteristicos. Para o instante de
t =7 = 1/X a variacdo de temperatura corresponde a T'— T, = (Ty — 11) /e. Portanto,
nesse instante, a variacao de temperatura corresponde a cerca de um terco do seu valor
total.
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Do valor experimental de A determinamos o valor de 7 e sua incerteza 67 da seguinte

maneira. Primeiro determinamos 7,.x, 0 maior valor possivel para 7:

Tmax = —— = 48 min,
)\min
Em seguida determinamos 7,;,, 0 menor valor possivel para 7:

Tmin = —— = 30 min,

>\max

Estabelecemos o valor de 7 como a média aritmética entre Tpax € Tmin:

Tmax + Tmin .
T = B E— = 42 min.

Para determinar a incerteza 07 usamos o seguinte calculo:

Tmax — Tmin
0T = —————

2
Logo, o valor de 7 para V' = 3,00(5) L. corresponde a 7 = 42(6) min.

= 6 min.

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Observamos ainda de (2.38) que para t = T}/, a variacdo da temperatura corresponde
aT—Ty = (Ty — T1) /2. Desse modo, T3/ = 71n(2) e o valor de T} 5, para V' = 3,00(5) L,

corresponde a Ty, = 28(4) min. Indicamos na Figura [11] esses dois instantes de tempo

caracteristicos.

100 }\ T
80

N

L

N
o

temper

20

0\\\\\\‘\\\

0 20 4 60 80 100 120
tempo t (min)

Vv =3,00(5) L

Figura 11. — Grafico referente a expressao do resfriamento da dgua determinada por
(2.38)). Observamos que para t = T o = 28(4) min temos T — T, = (1o — T1) /2. Para
t =7 =1/)\ = 42(6) min a variagdo da temperatura corresponde T'—T17, ~ (Ty — 171,) /3.

E para t = 27 = 2/ = 84(12) min temos T' — T, ~ (Ty — 11.) /9.

Indicamos ainda na Figura [11] que para t = 27 = 2/\ = 84(12) min temos 7' — T}, ~

(To — T1) /9. Desse modo, nesse instante, a variagdo de temperatura corresponde a cerca

de um nono do seu valor total.
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A partir da equagao (2.38)), podemos descrever o tempo em func¢ao da temperatura do

1 T—-1T7

Podemos entao denominar a equagao (2.47) como equagao do relégio natural.

volume considerado:

2.2.2 Resfriamento da agua para diferentes volumes

Repetimos o procedimento descrito na Secao [2.2.1] para volumes de dgua distintos
V = 1,50(5) L, 0,75(5) L, 0,40(5)L, 0,30(5)L e 0,20(5) L, e organizamos os resultados
obtidos na Tabela [2

Tabela 2. — Temperatura 7' da agua vs. instante de tempo t para volumes de agua
V =1,50(5)L, 0,75(5) L, 0,40(5) L, 0,30(5) L e 0,20(5) L.

V=15005)L V=0755L V=0405)L V=030(5)L V =0,2005)L

n  t,(min) T, (°C) T,,(°C) T,.(°C) T,(°C) T,,(°C)

0 0,002)  97,0(5) 91,0(5) 90,0(5) 90,0(5) 90,0(5)
1 10,0002)  78,0(5) 72,0(5) 67,0(5) 62,0(5) 60,0(5)
2 200002) 67,005 59,0(5) 51,5(5) 50,0(5) 45,5(5)
3 30,0002)  59,0(5) 50,5(5) 43,5(5) 41,0(5) 39,0(5)
4 40,00(2)  52,0(5) 44.5(5) 39,5(5) 38,0(5) 36,5(5)
5 50,0002)  47,0(5) 40,0(5) 38,0(5) 35,5(5) 35,0(5)
6 60,0002  43,5(5) 37,0(5) 35,5(5) 35,0(5) 34,5(5)
7 70,0002)  41,0(5) 35,0(5) 35,0(5) 34,5(5) 34,0(5)
8  80,00(2)  39,5(5) 34,0(5) 34,5(5) 34,0(5) 33,5(5)
9 90,0002)  385(5) 32,5(5) 34,0(5) 33,5(5) 33,0(5)

Analisamos os dados da Tabela [2| com o auxilio do método de Lémeray-Ford-Walford
e notamos que todos os volumes considerados obedecem o mesmo padrao de resfriamento
descrito na Segao [2.2.1], mas com constante de resfriamento diferentes, como indicado na
Tabela 3]

Tabela 3. — Constante de resfriamento A\ para diferentes comprimentos caracteristicos
R(cm) dos volumes de agua usados na atividade.

volume de dgua V(L) constante de resfriamento A(min~!) comprimento caracteristico R(cm)

3,00(5) 0,025(4) 8,94(1)
1,50(5) 0,033(4) 7,10(1)
0,75(5) 0,037(8) 5,63(1)
0,40(5) 0,056(5) 4,57(1)
0,30(5) 0,065(4) 4,15(1)
0,20(5) 0,076(4) 3,63(1)
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Observamos da Tabela |3| que quanto maior o volume de agua, menor é o valor da
constante de resfriamento A. Para investigar esse comportamento, definimos um compri-
mento caracteristico (R) considerando que cada volume corresponde a uma esfera de raio

R. Esse comportamento estd ilustrado no gréafico da Figura [12
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Figura 12. — Comparagdo entre a constante de resfriamento (\) e o comprimento ca-
racteristico (R). A linha continua representa uma fun¢ao que relaciona a constante de
resfriamento com o comprimento caracteristico. Quanto maior o comprimento carac-
teristico R, mais lentamente ocorre o resfriamento.

A linha continua do gréafico da Figura [12] representa uma funcao que relaciona a cons-
tante A de resfriamento com o comprimento caracteristico R. Quanto maior o compri-
mento caracteristico, mais lentamente ocorre o resfriamento. Para determinar essa fungao
construimos o grafico da Figura [13| que representa o produto do comprimento caracteris-
tico pela constante de resfriamento (R\) em fungdo do comprimento caracteristico R.

Notamos do grafico da Figura que o produto do comprimento caracteristico pela
constante de resfriamento (RA) é uma constante dentro da margem de incerteza. Se
multiplicarmos o comprimento caracteristico R pela constante de resfriamento A geramos

um valor que independe do volume de dgua V' usado no experimento:

R)\ =a, (2.48)

onde a = 0,25 cmmin~*.

Esse resultado nos indica que o comprimento caracteristico R
¢ inversamente proporcional a constante de resfriamento A. Desse modo, conhecendo-se
o comprimento caracteristico de um dado volume de adgua podemos, a partir da ,
estimar a constante de resfriamento A\ correspondente para esse mesmo volume.

Como um exemplo, discutimos o resfriamento de um volume de agua esférico e com o

raio da esfera igual ao raio da Terra (Rryera). Usamos a equacao (2.47) para determinar
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Figura 13. — Grafico que representa o produto do comprimento caracteristico pela
constante de resfriamento (R\) em fungdo do comprimento caracteristico (R). A reta
paralela ao eixo da abscissa representa um valor médio dos diferentes produtos para

cada comprimento caracteristico considerado.

o intervalo de tempo para essa esfera resfriar de Ty = 100°C para T" = 25°C com a

temperatura limite de T, = 0°C. Essa esfera teria o volume da Terra e seria apenas

composta por agua no estado liquido.

Counsideramos o raio da Terra
Rrema ~ 6,5 - 10% cm.

Da ([2.48]) sabemos que
(RA\)Terra = 0,25 cm min ™,

Portanto, a constante de resfriamento Aqe... para esse volume corresponde a

Aorra = 3,84 - 107 min ™!,

Substituimos na (2.47)) os valores de T, Ty, T}, € Aerra € Obtemos

P 1 n (T - 17 )
/\Terra TO - TL
- 1 1n<250(3—ooc>
3841070 min~! " \100°C — 0°C

e (3)
= — n —_
3,84 - 1071 min—! 4
= 3,64 - 10° min.

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)
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Concluimos entao que o tempo necessario para resfriar uma quantidade de agua de
volume igual ao da Terra, de 100°C até 25°C, corresponde a um intervalo de tempo
t ~ 7000 anos.
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3 Um modelo matematico para o resfriamento da

agua

Neste capitulo construimos um modelo matematico que descreve o comportamento da
constante de resfriamento \ em relacao aos parametros fisicos da dgua e do ambiente que
a circunda, como discutido no livro de |Ozisik| (1985, p. 17).

Consideramos o volume que contém o liquido na forma cilindrica, j& que o béquer
apresenta essa geometria. e estd inicialmente a uma temperatura uniforme e igual a Tj.
Para os instantes ¢ > 0, o calor comeca a ser transferido da dgua para o meio ambiente
em um processo natural de resfriamento. Esse calor dissipado através da superficie da
agua para o meio com temperatura uniforme 77, apresenta um coeficiente de transferéncia
de calor h e a superficie de contato em que ocorre a transferéncia de calor tem area total
Ar.

A aplicacao da equacdo do balanco de energia, para este problema particular, corres-

ponde a:

AT
mcpﬂ = —ATh (T - TL) s (31)

onde m corresponde a massa de dgua, ¢, corresponde ao calor especifico da agua a pressao
constante, AT corresponde a variacao de temperatura da agua entre os instantes t e t+ At,

e At corresponde a variacao temporal entre esses dois instantes.

Realizamos a mudanga de variavel § =T — T, e definimos

A
A= Al (3.2)

mcy

Desse modo, a equacao ({3.1)) pode ser reescrita na forma
A6
— + A0 =0, 3.3
At + (3:3)
com a condigao inicial 6(0) = Ty — 11, = 6.
Podemos procurar a solucao de (3.3) dividindo o intervalo de tempo ¢t em N partes
tais que At = t/N. Desse modo, podemos reescrever ({3.3) na forma

0n+1 en A
== + A4

onde n =0,1,2,3,--- (N — 1). Solucionamos ({3.4) para os diferentes valores de n. Para

n = 0 temos

1 — MAt/2
01 =0 ——————. 3.5
TR 0AL2 (3:5)
Para n = 1, e usando (3.5)), obtemos
1 — MAt/2
b2 =07 AAL/2
(3.6)

g (L2002 ?
T\ AAY2)
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Para n = 2, e usando ({3.6]), obtemos

_ g LA
ST 4 0AL)2

g (L2002
T\ 4 0AL2)

E, para n = N — 1, concluimos que
1 — M\At/2
1+ MAt/2

g (L2A2\Y
~ 0\ aAL2)

On = Ona
(3.8)

Observamos que se o numero de partes N é muito elevado, o valor de At é muito pequeno

e podemos escrever que

oy _ (1 \7 (39)
0o \ 14 AAL/2 ‘
ou, ainda, que
<9N>1/)\t ( 1 >2N/)\t
0o 1 +1)\t/2N (3.10)
~ (1)

onde y = 2N/At. No limite em que N vai para infinito, y — oo, e a expressdo do lado

direito de (3.10) corresponde a

1 Y
lim (1 + ) =e, (3.11)

Y—0o0 y

o numero de Napier (MAOR], 2009). Seu valor corresponde a e = 2, 7182. ... Desse modo,
a solugao de (3.3)) é da forma
0 = Gpe . (3.12)

Fazemos a mudanga de varidvel § = T' — T}, em (3.12)) e obtemos a fungao que descreve

evolucao temporal da temperatura 7" do liquido:
T—Ty=(Ty—Tp)e ™. (3.13)

Concluimos que a temperatura decresce da maneira exponencial com uma constante de
resfriamento .

Com o auxilio da equagao 7 calculamos o coeficiente de transferéncia de calor
h para cada volume empregado no Capitulo 2] Para realizar essa tarefa, precisamos

determinar a area total A correspondente para cada volume de dgua considerado, como
indicado na Tabela [4
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Tabela 4. — Area total A7 para cada volume de 4gua V empregados na atividade.

volume de d4gua V(L) raio da base Rp(cm) altura L(cm)  4drea Ar(m?)

3,00(5) 8,00(5) 16,90(5)  0,125(2)
1,50(5) 8,00(5) 8,60(5)  0,083(2)
0,75(5) 8,00(5) 440(5)  0,062(2)
0,40(5) 4,25(5) 8,20(5)  0,033(1)
0,30(5) 4,25(5) 6,10(5)  0,028(2)
0,20(5) 4,25(5) 4,00(5)  0,022(1)

Do valor de A = 0,025(4) min~! encontrado no Capitulo 2, sabendo Ar = 0,125(2)m?,
m = 3,00(5)kg para o volume V' = 3,00(5) L e utilizando ¢, ~ 4200 J/kg°C, encontrado
no livro Ozisik| (1985)), calculamos o valor de h.

Primeiro determinamos h,,.x, 0 maior valor possivel para h:

)\max max
hapae = 2 Mmax 59 09 /m?°C; (3.14)
ATmin

onde Armin = 0,119m? e mpax = 3,05kg. Em seguida determinamos Ay, 0 menor valor
possivel para h:

)\minmmincp

= 33,1 W/m*°C; (3.15)

hmin =

ATmaX
onde Apmax = 0,131m? ¢ mpin = 2,95kg. Estabelecemos o valor de h como a média

aritmética entre hpax € Pomin:

hmax + hmin
2

h = = 42,7W/m*°C. (3.16)

Para determinar a incerteza dh usamos o seguinte calculo:

hmax - hmin
§h = e 9W /m?°C; (3.17)

Logo o valor de h para V = 3,00(5) L corresponde a h = 43(9) W/m?°C.

Utilizamos o mesmo método para calcular o coeficiente de transferéncia de calor h
para cada volume empregado no Capitulo 2] Organizamos os dados obtidos na Tabela [5]

Podemos observar que o coeficiente de transferéncia de calor h ndo variou dentro da
margem de incerteza calculada. Sendo assim, podemos estimar um valor médio para h
denominado de coeficiente de transferéncia de calor médio hyeqio =~ 43 W/m?°C. Esse
valor encontrado para o coeficiente de transferéncia de calor h é compativel com o valor
tabelado h = 50 W/m?°C (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT, 2002, p. 425).

Porém, conforme discutido por |Poirier| (2017) o modelo por nés adotado para descrever
o resfriamento dos volume de agua considerados s6 é adequado se a temperatura do volume
de agua for assumida como uniforme, ou seja, se a diferenga de temperatura entre o centro

do volume e a sua superficie for inferior a cinco porcento.
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Tabela 5. — Constantes de resfriamento previstas pelo método Lémeray-Ford-Walford
e coeficiente de transferéncia de calor, para os volumes de dgua V empregados na ativi-
dade.

volume de dgua V(L) constante do experimento A\(min~!) coeficiente de transferéncia h(W/m?2°C)

3,00(5) 0,025(4) 42(9)
1,50(5) 0,033(4) 42(8)
0,75(5) 0,037(8) 32(9)
0,40(5) 0,056(5) 47(8)
0,30(5) 0,065(4) 49(8)
0,20(5) 0,076(4) 48(9)

Para nosso experimento essa caracteristica do sistema pode ser revelada calculando-se
o numero de Biot (Bi) (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT] 2002, p. 307). Esse nimero,
adimensional, é dado por Bi = hR/k, onde k é o coeficiente de condutividade térmica da
agua, h é o coeficiente de transferéncia de calor entre o ar e a 4gua e R é o comprimento
caracteristico do volume de agua considerado. O niimero de Biot Bi < 0,1 é a condicao
para que o nosso modelo seja adequado. Ou seja, se Bi < 0,1 podemos concluir que a
temperatura da dgua em nosso experimento é em boa aproximacao uniforme em todo o
volume.

Sabemos que o coeficiente de condutividade térmica da agua no estado liquido é
k= 0,7Wm'°C~! (BIRD; STEWART; LIGHTFOOT), 2002, p. 270); o coeficiente de
transferéncia de calor médio é hyggio = 43 W/ m?2°C; e o valor de comprimento caracteris-
tico esta entre 0,09 m e 0,05m para o nosso experimento. Podemos assim, estabelecer o
numero de Biot para o nosso sistema entre 5,4 e 2,7.

Esses valores calculados do ntimero de Biot nos mostra que apesar dos volumes de
agua nao terem um distribuicao uniforme, as previsoes do modelo foram compativeis com
o experimento. Entretanto, a estimativa para o resfriamento do volume de agua com
raio igual ao raio terrestre deve considerar um volume de dgua com uma distribuicao de

temperatura nao uniforme.
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4 Consideracoes finais

Esse trabalho tem por objetivo apresentar uma alternativa a aula tradicional para
ensinar o estudo dos fenémenos de transporte no ensino basico, realizando um estudo do
processo de resfriamento de um volume de d4gua. A atividade proposta envolve a aquisicao
dos dados referentes a temperatura da agua em funcao do instante de tempo durante seu
resfriamento, a sua representacao grafica e, a partir desses graficos, a andlise geométrica
e algébrica dos resultados obtidos.

Acreditamos que a utilizacdo das ferramentas graficas e algébricas na atividade dis-
cutida nesse trabalho é de extrema importancia para a formacao do aluno. Ela oferece
condi¢oes para que os alunos desenvolvam suas habilidades e competéncias para repre-
sentar relagoes algébricas entre os parametros fisicos considerados no problema proposto.

Durante a atividade feita em aula procuramos oferecer aos alunos as condicoes para
que eles participem do experimento, medindo a temperatura nos instantes de tempo, pro-
curando estabelecer relagoes algébricas entre essas grandezas com auxilio de diferentes
representagoes graficas, e cheguem a uma conclusao. Sugerimos que o planejamento da
aula considere que os alunos ja tenham trabalhado previamente alguns conceitos termo-
dindmicos e também as propriedades da funcao exponencial e logaritmica.

Apresentamos também, nesse trabalho, um modelo matematico do resfriamento da
agua para auxiliar o professor na conducao das atividades com os alunos. Com o auxilio
do modelo apresentado, discutimos também os limites de uma representacao matematica
de um fenoémeno fisico. Esse modelo nos mostrou que o experimento proposto pode ser
utilizado como um relégio natural desde de que o volume de d4gua considerado seja inferior
alV ~35L.

Com as sequéncias apresentadas em nosso trabalho, podemos realizar a construgao do
relogio natural a partir do resfriamento da dgua: conhecendo-se o resfriamento realizado
pelo volume de agua podemos determinar o intervalo de tempo correspondente para que
esse resfriamento ocorra.

Ao realizar a atividade proposta nesse trabalho esperamos oferecer ao aluno uma
oportunidade para ele notar que a medida do fluir do tempo nao se limita a observar
o movimento dos ponteiros de um relégio. Esperamos que o aluno compreenda que es-
sas medidas exigiram a observacao e o desenvolvimento, ao longo de nossa Historia, de
procedimentos fisicos e mateméaticos para a sua caracterizacao.

Ao trabalhar o conceito de rel6gio natural, também procuramos oferecer ao aluno
uma oportunidade para ele aprender como se portar diante de um novo problema: sa-
ber observar o fenémeno, representa-lo, analisa-lo e chegar de maneira objetiva em uma

conclusao.
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A Roteiro de aula

Este apéndice consiste em um material de apoio para a aplicagdo da atividade e é
direcionado ao professor. Esse roteiro descreve o conteuido a ser trabalhado, os objetivos,

as estratégias, os materiais utilizados, a duracao das aulas e a avaliacdo dos alunos.

A.1 Tema

O resfriamento da dgua como instrumento de construgdao de um relégio natural.

A.2 Contetido
Nogoes basicas de termodinamica:

o Conceito de temperatura;

« Conceito de transporte de energia térmica (calor).

Nogoes basicas de cinematica (tempo).

A.3 Objetivo
Esperamos que os alunos sejam capazes de:

o Compreender os conceitos de temperatura, calor e tempo;

o Compreender o processo de modelagem matemética de fenémeno fisico.

A.4 Desenvolvimento

A proposta da aula é encontrar uma fungdo matematica que seja compativel com os
dados experimentais da temperatura em funcao do tempo e construir um relégio natural
a partir da mesma funcdo. O ponto de partida dessa proposta é discutir conceitos ter-
modinamicos e relaciona-los com a evolugao temporal do resfriamento da agua para que
possamos chegar em uma fungao que consiga descrever esse fenémeno. Por fim, construir
um relégio natural a partir da funcao encontrada. Os conceitos termodinamicos devem ter
sido discutidos previamente. Antes de realizar o experimento o professor, deve mostrar
o material que serd utilizado e ressaltar os cuidados que se deve ser observados dentro
do ambiente de laboratério. Entdo, inicia-se a experimentacao e a coleta de dados. Em

seguida, os alunos devem comegar a responder o relatério.
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A.5 Recursos didaticos

Para a realizacdo da atividade é necessario apenas o roteiro disponibilizado para o
aluno. O material utilizado na experimentacao foi citado no Capitulo [2 desse trabalho.
Esta atividade deve ser realizada presencialmente. Utilizamos para a construcao dos

graficos papel milimetrado.

A.6 Duracgao

A atividade foi planejada para possuir duragdo minima de trés tempos de aula (120
minutos), mas pode ser facilmente adaptada para ser realizada em diversas aulas, depen-

dendo dos recursos e tempo disponivel do professor.

A.7 Avaliacao

A avaliacao deve ser realizada a partir da observacao do envolvimento de cada aluno
nas atividades desenvolvidas e a partir da analise do questiondrio citado no item de

cada grupo, disponibilizado ao final da atividade.
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A.8 Material auxiliar para o aluno

ALUNO (A):

ne

TURMA:

DATA: _ /__ /2023

AVALIAGAO

Prof.

RURRICA

EXPERIENCIA: O resfriamento da agua em condicées ambientes

Objetivo:

Interpretar matematicamente o fenémeno do resfriamento da agua.

Material:

Béquer, volume de agua, aquecedor, termdmetro, crondmetro, garras e pegadores.

Procedimento experimental:

1- Anote a temperatura ambiente e o volume de agua pré-definido

2- Observe o equipamento experimental montado pelo professor/técnico
3- Observe o0 aumento da temperatura da agua durante o aquecimento
4- Apos a retirada do aquecedor anote a temperatura e ligue o crondmetro no celular

5- Complete a tabela abaixo de acordo com orientagdes do professor/técnico:

Temperatura ambiente:

Volume de agua:

Tempo ( min)
+ 0,02min

Temperatura ( °C)
*0,5°C

0,00

10,00

20,00

30,00

40,00

50,00

60,00
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Analise:

1) Na folha de papel milimetrado construa um grafico que descreva a temperatura em fungéo
do tempo de resfriamento.

Responda:

Qual seria a fungdo matematica para descrever o fenébmeno do resfriamento da agua
escolhida por vocé? Justifique.

2) Agora vamos construir um diagrama que relaciona Tn+1 com Tn na outra folha de papel
milimetrado.

3) Vamos calcular o coeficiente angular da reta no diagrama.

4) Escreva matematicamente a fungdo que relaciona a temperatura com o instante de tempo
encontrada pelo método do diagrama do item 2.
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5) Como vocé pode representar o tempo em fungéo da temperatura a partir do resultado
encontrado no item 47?

6) Apresente oralmente na sala de aula seus resultados utilizando como cronémetro para
apresentacgao o resfriamento da agua.
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