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RESUMO

Idealiza_(;f)es em Meénica N_eyvtoniana e
Violagdes do Determinismo

Jorge Luiz Gomes Dias

Orientador: Marcus Venicius Cougo Pinto

Resumo da Dissertagao de Mestrado submetida ao ProgmfasdGraduacao
em Ensino de Fisica, Instituto de Fisica, da Universideetteral do Rio de Ja-
neiro, como parte dos requisitos necessarios a oltethgditulo de Mestre em
Ensino de Fisica.

A mecanica newtoniana, como as demais partes da Fisicamelada em
termos de conceitos idealizados e leis idealizadamentasexXaxemplos notaveis
sao dados pelo conceito de particula como corpo de dimesnyilas e pelo con-
ceito de corpo perfeitamente rigido. As forcas de corgatoe esses corpos ide-
alizados tém suas componentes normais as superficiesndato consideradas
como forgas vinculares e suas componentes tangenciasgdeoadas como Su-
jeitas as leis coulombianas de atrito, por sua vez altamidetlizadas, apesar
de meramente aproximadas na realidade. Painlevé desetaninplos de siste-
mas nos quais as leis coulombiana do atrito cinético levanola¢cdes de um
dos principios mais fundamentais da mecanica classipaincipio do determi-
nismo newtoniano, que afirma a existéncia de um, e somentenommento de
um sistema fechado para uma dada condic¢ao inicial. A eaptagao e discusao
em forma didatica de trés exemplos dessas violacOgwi@apal resultado desta
dissertacao. Um dos exemplos & simples o bastante pawsado em aulas de
Fisica do Ensino Médio.

Palavras chave: Ensino de Fisica, Idealizacoes em noagdgwtoniana, Violacdes
do determinismo newtoniano.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2011
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ABSTRACT

Idealizations in Newtonian Mechanics and
Violations of Determinism

Jorge Luiz Gomes Dias

Supervisor: Marcus Venicius Cougo Pinto

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Rasifacao em Ensino
de Fisica, Instituto de Fisica, Universidade Federal aod® Janeiro, in partial
fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Emsie Fisica.

Newtonian mechanics, as other branches of physics, is fatetiin terms of
idealized concepts and laws. Remarkable examples are Qivéme concept of
particle as a body with zero dimension and by the conceptrdépidy rigid body.
The contact forces between those idealized bodies havecthraponents perpen-
dicular to the contact surface considered as constraioe$oand their tangential
components considered as subjected to the Coulombian fdvction, which are
highly idealized, although merely approximate in real aitons. Painlevé disco-
vered examples of systems in which the Coulombian laws dtlarriction lead
to violations of one of the most fundamental principles afsical mechanics, the
principle of Newtonian determinism, which states the exist of one, and only
one, motion of a closed system for a given initial conditibhe presentation and
discussion in didactic form of three examples of those viote is the main re-
sult of this dissertation. One of the examples is simple ghda be used in high
school classes.

Keywords: Physics education, Idealizations in newtoniatmanics, Violations
of newtonian determinism.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2011
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Introduc ao

Durante minha vida de estudante universitario do cursandergharia, trabalhei
como professor de fisica e matematica, por necessidadeseolas e cursos pré-
vestibulares. Fato que era comum na época, devido a egcdssprofessores
disponiveis na area. Apos formado, trabalhei como emgjemem um trecho de
noventa quildometros na obra da Ferrovia do A¢o, duranésegirés anos. Voltei
ao magistério onde me encontro até hoje, realizado piwilsnente e, o mais
importantefeliz.

Nos meus trinta e seis anos de magistério em fisica, mixperi€ncia foi se-
melhante a da maioria de meus colegas. Enquanto profegsoduzia em aula os
textos da literatura disponivel e mais utilizada, garingmaexercicios e alguma
teoria que eram cobrados com maior frequéncia nas provasdibulares. Os
problemas propostos eram programados para que o alunasgditbrmulas sem
qualquer preocupacao de verificar os resultados com ahgodelo experimental.
A abordagem da teoria e dos problemas nao era critica, de mquestionar se
as idealizacbes usadas eram compativeis com resuléxgesimentais ou com
a propria teoria. Alertava os alunos para a leitura do®terte deveria se ob-
servar que alguns elementos dos sistemas seriam ideaizadw, por exemplo,
os fios, polias e molas ideais. Porém sem compromisso digaisou avaliar tal
exigéncia dos elementos a serem idealizados. Na meag@&wtaniana, eu acredi-
tava que com o estudo das leis coulombianas do atrito jasetstante proximo
ao tratamento real dos fendmenos naturais. Assim, a awethgidealizacao nos
textos era uma imposicao a ser verificada apenas para goedssse usar as
formulas envolvidas sobre o assunto em questao. Algumiasrsidades apre-
sentam em programas de vestibular a cobranga sobre sxdedfésica moderna,
onde as leis de Newton devem ser corrigidas para valores @dtoselocidade.



Essa era uma ocasiao quando citavamos a proibicao ldzac#io das leis, por-
que elas poderiam apresentar resultados errados. Tinheétam nocao de que
em movimentos em escala atdbmica nem mesmo com corregdeis de Newton
poderiam ser utilizadas. O assunto era tratado como uméameorada.

No entanto, quando se tratava de aplicar as leis de Newtonteag@&@es nor-
mais, em problemas de péndulos ou rodas encontrados nodi& a crenca
comum & que elas nunca levam a erros essenciais. As idgmzaisadas na
formulacao e solugcao desses problemas poderiam timiprecisao dos resulta-
dos, mas jamais levar a inconsisténcias e contradicBes.isso, foi uma sur-
presa fascinante tomar conhecimento das descobertasrdevidil, 2], de que
as idealizagdes comumente usadas ao tratar as leis dunksrdo atrito cinético
podem levar a violagado de um principio fundamental deaniea newtoniana,
o do determinismo newtoniano. Esse principio afirma qudaslas forcas so-
bre um sistema, para cada condic¢ao inicial existe um, estgrum, movimento
possivel para o sistema. A violacao & consequénciaivdEsds idealizagdes.
Primeiramente, a idealizacao dos corpos em atrito cogurasamente rigidos.
Em segundo lugar, a idealizacao da perfeita propordidexdd entre o médulo da
forca de atrito cinético e o da forca normal de contatoafnente, a idealizacao
dessa proporcionalidade como valida para quaisqueresldo coeficiente de
atrito cinético, mesmo para valores relativamente grande possibilidade de
uma inconsisténcia tao importante, entre um principimfimental e idealizacdes
aceitas comumente, merece ser conhecida. Assim, o objetste nosso trabalho
€ chamar a atencao sobre essa possibilidade. Queremosch atencao para
a importancia das idealizagbes em mecanica newtongara a importancia do
principio do determinismo newtoniano e para a possilidkdde conflito entre es-
ses dois elementos da teoria. Embora tenhamos consideresiigs de mecanica
newtoniana, podemos crer que idealizacdes excessigagrplevar a problemas
sérios em outras areas da fisica.

Nosso trabalho se dirige ao professor de fisica do ensathowe pretende for-
necer a ele um contedo que possa ajuda-lo no ensino danioacgiewtoniana.
Nao abordaremos a questao profunda e dificil de commansisse conteldo.
Os métodos pedagogicos para ensina-lo mereceriam utreatege. O produto
dessa tese € o encarte apresentado no apéndice. Elenadegtrioritariamente



ao professor de ensino médio que, de acordo com sua exgieri julgamento,
pode apresenta-lo aos estudantes em maior ou menor deimhentanto, o en-
carte pode ser lido com proveito também pelos alunos dea@nsédio com boa
compreensao de mecanica nesse nivel.

De acordo com nosso objetivo, a preocupagao neste nadsdho €, numa
primeira parte, apresentar as Leis de Newton de um modo quenerlevar ao
professor (e ao aluno) conceitos fundamentais e impreseisdcomo particula,
livre ou isolada, corpo rigido, a idéia de referenciakrand, de movimento e de
forca, para o entendimento racional de uma literaturacaaspropriada ao trata-
mento dos fendmenos naturais. Isso propicia uma melhec&gao e compre-
ensao desses fendmenos e, consequentemente, comatfatoun importante para
aprimorar a interpretacao de textos propostos em praderim seguida apre-
sentamos um estudo sobre idealiza¢cdes que muito costnilpara que se torne
acessivel a verificagdo de hipbteses através dosimgreos, coletas de dados
e finalmente para a execugao de célculos, cujos resslt@donam ou descar-
tam as hipoteses quando comparados com a realidade dosdea’ha natureza.
Como ja dissemos, essas mesmas idealizacdes, que tdabmm@m no estudo
da mecanica quando bem dosadas ou bem fundamentadas, poadgmrome-
ter os resultados e nos expor a conclusdes completamesuedab e contrarias
a toda uma teoria que ha séculos vem se comportando comaoportes solido
para a compreensao dos fendbmenos naturais, a nivel scépioo, satisfazendo
a quem ensina e a quem tenta entender o comportamento dezaatNiuma ter-
ceira etapa, fazemos uma apresentacao dos estudos dealitdeVvé sobre as leis
empiricas do atrito e o determinismo newtoniano, ondeniaBordadas situacdes
gue apresentam incompatibilidade entre as leis empidizcadrito cinético e esse
principio fundamental da dinamica.

Alem dessa introducao, a tese contém trés capitulos conclusao e um
encarte apresentado em apéndice. No primeiro capitusaptamos a primeira
parte mencionada anteriormente, uma exposi¢cao sobrerdgegessenciais da
mecanica newtoniana. Embora seja assunto bem conhess#gocapitulo faz uma
apresentacao onde o principio do determinismo newtorgaenfatizado, mostra
a teoria que sera utilizada nos exemplos posteriores, cwtagao que adotamos,
e também deixa explicita qual a teoria que contém asimedles abordadas no



segundo capitulo e as inconsisténcias discutidas neitercapitulo.

No segundo capitulo apresentamos a segunda parte meseiogssa introducao,
as idealizagbes usadas na mecanica newtoniana e aipdadidelas levarem a
conclusdes absurdas. Apresentamos alguns exemplos ldedds do determi-
nismo newtoniano diferentes das que nos interessam priahokehte. Com esses
exemplos mostramos que essas violacdes nao se limimtredalhos de Painlevée
sobre atrito e se constituem em assunto de interesse maisegsual.

No terceiro capitulo apresentamos o tema central dess® restudo, trés
exemplos de Painlevé mostrando a incompatibilidade estieis coulombianas
empiricas do atrito cinético e o principio do determmmisnewtoniano. Acre-
ditamos que nossa apresentacao seja bem mais acesspreffessor de ensino
médio atual por termos atualizado a notagao, detalhagiwesentacao, usado re-
cursos mais didaticos de calculo e, naturalmente, api@seos os problemas no
vernaculo. Essa & nossa contribuicdo nessa tese:r aceasivel ao professor
de ensino médio um conteldo que lhe sera Gtil para a @smpéo e ensino da
mecanica. Na conclusao, fazemos um apanhado de nosathtrajue € Util para
guem terminou sua leitura e apresentamos perspectivantawaao deste es-
tudo. Parte da bibliografia visa apontar para essas cogbiesa No apéndice
apresentamos um encarte contendo uma versao simplifiogaténgeiro exemplo
tratado no terceiro capitulo. Esse encarte possibilitaf@psores de ensino médio
e, possivelmente, a alunos de ensino médio, tomar cordat@aontribuicao es-
sencial desta tese sem a necessidade de sua leitura.



Capitulo 1

Nocoes fundamentais de meinica
classica

Nesse capitulo apresentaremos as no¢des fundameataisadnica classica para
as discusoes dos capitulos posteriores. Embora ampi@meada no ensino
médio e universitario, a formulacao original de New&aheia de sutilezas e de
dificil compreensao, o que levou a formula¢cdes maidtiids como, por exem-
plo, as apresentadas em livros franceses de MecanicarRbdminicio do século
XX. Dentre esses, podemos citar os tratados de Appell [3Tf@ey [4] e de Pain-
levé [5]. Uma formulagao profunda nessas linhas, masmdmente sucinta e
dificil, & dada nas primeiras paginas do famoso livro a&hica de Arnold [6,7].
Um resumo baseado nessas referéncias aparece nas notaa de aurso de
Topicos de Fisica Classica | de 2009/1 de nossa postacad, que sao nossa
principal fonte de referéncia neste capitulo [8]. O dhfetlesse capitulo & ape-
nas apresentar uma versao desse resumo dos conceitosi@mdes da mecanica
newtoniana que facilite a apreciacao do estudo realinadgproximos capitulos,
especialmente da questao das idealiza¢Oes utilizadsmulacao da mecanica
newtoniana. Em especial sera enfatizado o principio tkreénismo newtoniano
de que trata nosso estudo.



1.1 Conceitos pressupostos pela m@&gica classica

A finalidade da mecanica classica é estudar o movimendocdgpos materiais
descrito através da geometria euclidiana dentro do esgiagn¢cado pelos nossos
sentidos. Assim sendo se faz necessario 0 conhecimentoobda geometria
euclidiana, como também de regras de uso de instrumentosdieao no espaco
descrito por essa geometria.

A seguir apresentamos 0s pressupostos que dao origemra@stos primarios
e postulados da mecanica classica. Varios conceitadastnesta secao, como
espaco, tempo e movimento, nao sao definidos mas saosusath seus sig-
nificados intuitivos, obtidos a partir de algumas situscooncretas, particular-
mente aquelas que descrevem procedimentos praticosgadizar observacoes e
medicoes.

Para isto supomos disponiveiguasidénticas para medicdes de distancias e
comprimentos em qualquer lugar do espaco. DenotamoS p@spaco euclidi-
ano, o conjunto de todos os pontos do espaco de nossa peocsggsorial.

As réguas definem uma funcécstancia d, que associa a cada par de pontos
um numero real bem definido. Supomos que essa funcao teopsedades
usuais da distancia em geometria euclidiana.

Usamos essa noc¢ao de distancia para marcar escalas@neeigamos siste-
mas de eixos cartesianos para localizar pontos do espa&fmie figuras geomeétricas.
Dado um sistema de eixd@dt') Z cada ponta® de& pode ser identificado biuni-
vocamente por suas coordenadas cartesianas:z) relativas ao sistema de eixos
OXYZ. Essas coordenadas definermpasicao do pontorelativa ao sistema de
eixosOX)Y Z. Podemos considerar tal posicao como um vetd@Yejue chama-
mosvetor-posicao do ponto relativa ao sistema de eix8&’)Y Z. Representando
0 vetor posi¢ao por, temosr = (z, vy, 2).

Como de costume, também podemos considerar cadaaetofa,, a,, a.)
de R* como uma seta cujas componentes ao longo@as O e OZ sao 0s
respectivos nimeras,, a, € a.. As setas unitarias ao longo dos eixos adpu,,
eu,, de modo que = a,u, + a,u, + a,u,.

Com isso, o vetor posicaode qualquer pont@ € a seta cujas componentes
sao as coordenadas respectivag e z do pontoP, e podemos escrever =



(z,y,2) = zu, + yu, + zu,. Naturalmente, essa & a seta que vai da origem
de OX)YZ até o pontaP. Desse modo, em (ltima analise, as réeguas permitem
associar a cada ponto do espatoma posicao ou, mais especificamente, um
vetor posigao, relativo ao sistema de eixos.

Também supomos disponivegdogiosidénticos e sincronizados para medi¢des
de duracg0Oes e intervalos de tempo em qualquer lugar dg@spa relogios asso-
ciam a cada&ventg em um dado ponto do espaco, um namero real bem definido
gue denominamasstante do evento.

Definimosparticula como um corpo cujas dimensdes sao despreziveis em um
dado problema, isto &, cujas dimensdes sao desprezigalescricao de seu mo-
vimento. Geometricamente, uma particula & um ponto. fdente, o conceito
de particula depende do problema em consideracao. Umnmanesrpo pode ser
considerado como particula em um dado problema e nao esidevado como
particula em outro problema. A Terra, por exemplo, é asrsida como uma
particula em seu movimento anual em torno do Sol, mas ©ao&derada como
tal em seu movimento de rotacao diario em torno de seu eixo

Também postulamos que qualgaerpo ousistemaé um conjunto de particulas,
isto &, um conjunto de partes suficientemente pequenag|pareada parte possa
ser considerada como uma particula. tlrpo rigido & um sistema de particulas
gue mantém entre si distancias constantes. Normalnwnisideramos um corpo
rigido como um obijeto tridimensional, isto &€, como umesisa formado ao me-
nos por quatro particulas nao coplanares. Quando quiseconsiderar corpos
rigidos bidimensionais, como discos, ou unidimensigresio barras, isso sera
explicitamente afirmado. Como exemplos do dia a dia de caigaios, temos
um bloco de granito, uma sala com piso, paredes e teto e ata@si do Cruzeiro
do Sul.

Usando réguas e relbgios podemos definir um ponto do esmago sendo
fixo em relagdo a um corpo rigido se as distancia entre ele e os pontos do corpo
rigido permanecem constantes. Dizemos que uma figura rag@sfal como
um sistema de eixos cartesianodix@ em relagio ao corpo figido ou fixa no
corpo rigido se todos os seus pontos sao fixos em relagao a ele. O codj@int
todos os pontos do espaco fixos em relacao a um corp@régathamade@orpo
rigido extendida Quando citarmos um ponto de um corpo rigido, entendemos



um ponto do corpo rigido extendido, exceto se for dito exjgimente o contrario.
Obviamente, quando citamos uma particula do corpo rigidoesta em um ponto
do corpo rigido propriamente dito.

Dizemos que uma particula esiga em relagdo ao corpo ligido ou fixa no
corpo rigido se as distancia entre ela e os pontos do corpo rigido pegeaan
constantes. Um conjunto de particulas st em relagdo ao corpo figido se
cada uma das particulas esta fixa em relagao a ele.

Desejamos expressar a idéia de que réguas e relbgausfestS em um corpo
rigido (durante o processo de medicao). Para expressaifato, diremos que ha
um observador munido de eguas e rebgios nesse corpoigido. Também se
entende nessa expressao que estao disponiveis inBsidiezdréguas idénticas e
reldgios idénticos e sincronizados para medi¢des eslgger lugar do espaco.

Referencialé um corpo rigido no qual um observador esta munido deag
reldgios e no qual esta fixo um dado sistema de eixos coaddsn Um exemplo
de referencial € o que usa a Terra como corpo rigido; egsealé referencial &
chamadderrestre. Um referencial que usa o Sol e as estrelas fixas como corpo
rigido, com o Sol na origem do sistema de eixos coordenadbsimadaoper-
nicano. Em geral nos referimos ao sistema de eixos como se fosseremefal,
ficando subtendido o corpo rigido no qual esta fixo o sistéenaixos e 0 obser-
vador munido dos instrumentos de medicao. Normalmegpeesentamos um re-
ferencial em figuras desenhando apenas seu sistemas deRxa@®nveniéncia,
também usamos apenas sistemas de eixos ortogonais. A@adsiaim ponto re-
lativa ao sistema de eixos de um referencial & charpad@gio do ponto relativa
ao referencialem questao.

1.2 Principios de cinenatica

Posic@ode uma particularelativa a um referenciaMetor-posicgdode uma particula
relativo a um referencial, em um certo instante, & o vetsigao relativo a esse
referencial do ponto ocupado pela particula nesse irst&® as coordenadas da
particula no sistema de eix65Y') Z saoz, y € z, a posicao da particula & o vetor
r=(z,y,2).

Movimento de uma particula relativo a um referencial & uma fungée ap-
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socia a cada instante de um dado intervalo de tempo umagpodg particula
relativa a esse referencial. Portanto, um movimento & wmgab

¢: (T3, Ty) — R®
t—r. (1.2)

na qual(Z;, Ty) é o intervalo de tempo no qual ocorre 0 movimentaluacaode

tal movimento &’y — 7;. O movimento, sendo uma fungao, também & chamado
funcao-movimento ou fung@o-horaria da particula. A funcao-movimento de
uma particula & geralmente dada por uma expressao

r=o(t) (L€ (T,T)). (12)

E também comum deixar implicito o intervalo de tempo em gcere o mo-
vimento. E também comum considerar movimentos em um intervalo dedem
infinito, i.e,, com7; — —oo ou7; — oo, ou ambos. Quando um movimento
ocorre no intervald—oo, +0c) escrevemos : R — R3.

Uma fungao-movimento (1.2) & determinada por trésdese,, ¢, € ¢, que
dao as coordenadas dem fungao do tempo, ou seja= zu, + yu, + zu, €

T = gbx(t) y Y= gby(t) e z= ¢z(t) : (13)

Durante um movimente a extremidade do vetor posicadraca uma curva
no espaco que chamamwajet 6ria da particula nesse movimento. Um movi-
mento que tem uma reta por trajetoria € chamadeimento retilinea Outros
movimentos também sao qualificados pela sua trajetorie¢por exemplo, mo-
vimento circular, parabdlico, plano, etc.

Deslocamentale uma particula de uma posicao para outra & a vargeaeu
vetor posicao. O deslocamentoxipara ar’ € o vetorr’ — r deRR3.

Velocidadede uma particula no instantele um moviment® & a derivada de
sua posicao nesse instante, correspondendo a taxaagiatemporal da posi¢ao
no instante considerado,
dr  do(t)

= 2\ 1.4
dt dt (L.4)

A%
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ou, na notacao de Newtom, = i = ¢(¢). Chamamos a derivadada funczo-
movimentofungéo-velocidadeoufuncéo horaria da velocidade Naturalmente,
Ve =& = G, (t), vy = 5 = §,(t) eV, = £ = 9. (1)

Aceleragdo de uma particula no instantede um moviment@ & a derivada
de sua velocidade nesse instante,
Cdv do(t)

AV (1.5)

AT 0 T T a

ou, na notacdo de Newtom= v = i = ¢(¢). Chamamos a derivadada funczo-
velocidadduncao-acelera@o ou fungao horaria da acelerag@o. Naturalmente,
Uy = Uy = & = Ou(t), ay = 0, = §j = ¢y(t) €0 = 0. = 5 = $.(t).

As propriedades geométricas dos vetores deslocamefdoidede e aceleracao
sao bem conhecidas. O deslocamento da particutgpdear’ € a seta que vai de
r parar’. A velocidadev da particula tem a direcao da tangente a trajetoria da
particula no ponto em que ela se encontra e o sentido em cuéieua se move
na trajetoria no ponto em que ela se encontra. A aceleragi particula tem
a direcao e o sentido em que varia a velocidade no ponto ena guarticula se
encontra; conseqgiientemente, aponta sempre para a cadawla trajetbria no
ponto em que a particula se encontra.

Movimento retilineo uniforme &€ o movimento com velocidade constante.
E retilineo porque a direcao da velocidade & constanteiferme porque seu
modulo e sentido também s&o constanfes (inico movimento no qual a acelerac&o
& sempre nula.

Vamos agora considerar um movimento (1.2) de uma partecdiesenvolver
alguns conceitos cinematicos associados a sua triajet@onsideramos a curva
C dada por um trecho aberto da trajetoria e adotamog emn pontoO. que
chamamo®rigem da curva. Adotamos também um sentido de percurso na curva
CcOmo positivo e 0 outro, como negativo. Séjaum ponto qualquer e e/ 0
comprimento de arco ao longo dale O até P. Definimosespaco percorridos
de O até P como sendd se o sentido d&. paraP € positivo e~/ se negativo.
Ses; e s, SA0 0S respectivos espacos percorridos até 0s pones%, s, — s1
€ chamado espaco percorrido Beaté P,. Também chamamos arco percorrido
0 espaco percorrido. Dado um valor gleexiste um Unico ponto, cuja posicao

10



denotamos por, que tems como espaco percorrido até ele. Desse modo fica
definida a funcaa por meio de

r="(s). (1.6)

Essa funcao & chamada representacao paramétiicece parametre, o0 espaco
percorrido.

A cada instante do tempo, corresponde um Unico espacorpei de modo
que fica definida uma funcgopor meio de

s = p(t) . 1.7)

Temos para a velocidade da particula= dr/dt = (dr/ds)(ds/dt), ondedr/ds
é o vetorunitario tangente & trajetoria, que denotamos pef, e ds/dt = s a
chamadavelocidade escalada particula na trajetoria. Com isso

vV = éuT . (18)

Temos para a aceleracao da partieute dv/dt = (ds/dt)ur + $(dur/dt) =

sur + $(dur/ds)(ds/dt), isto €,a = sur + $*(dur/ds). Podemos escrever
dur/ds = kuy, ondeuy € ounitario normal a trajetoria apontando para sua
concavidade e = |dur/ds| & acurvatura da trajet 6ria no ponto em consideracgao,
que € o inverso do seaio de curvatura p nesse ponto. Portanto,

52
a=Ssur+ —uy . (1.9
p

Chamamos; acelera@o tangenciala trajetoria e%, aceleracao normal a tra-
jetoria, ou aceleracao centripeta no ponto em coresjder.

Agora, passemos aos conceitos cinematicos fundameetars distema dé&/
particulas e denotemos par= (1, y1, 21),rs = (T2, Y2, 22),..,t'n = (TN, YN, 2N)
as posi¢des das particulas do sistema em um certo ias@ontfiguracao, do sis-
tema nesse instante & o vetoRi€’ dado por = (z1, y1, 21, T2, Y2, 22, - - -, TN, YN, 2N )-
Escreveremos tal vetor na forma= (rq,rs,...,ry).

Movimento do sistemaem um intervalo de temp(@l;, 7) € uma fungaa
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gue associa a cada instante desse intervalo uma confguidacsistema,

¢: (T;, Ty) — RN
it——r. (1.10)

Denotando pop,, ¢s,..., oy 0S movimentos das respectivas particulds.., N
nesse intervalo, temos

¢ = (¢1, P2, .-, dn) - (1.11)

Sejamvy = (v14, V1y, V1), V2= (Vaz, U2y, V22),-..s Vv = (UNz, Uny, Un2) @S TES-
pectivas velocidades das particulas do sistema em uminstamte Distribui¢ ao
de velocidadeslo sistema nesse instante € o vetoRé® dado powv = (vy,va, ..., V).
Funcao-velocidade de um sistem@m um intervalo de temp@l;,7y) & uma
funcao¢ que associa a cada instante desse intervalo uma dis&ibdi veloci-
dades do sistema,

Q‘S: (Tiva) — R
Tt v (1.12)

A funcao-velocidade do sistema (1.12) é a derivada teatpa funcao-movimento
do sistema (1.10) e, levando em conta (1.1, (¢1, da, - .., O ).

Sejama; = (a1, a1y, @1), a3 = (24, G2y, A2;),..., AN = (ANz, ANy, AN ) AS €S-
pectivas aceleragdes das particulas do sistema em torircgtante Distribui¢ ao
de acelera@esdo sistema nesse instante & o vetoRde dado pom = (a;, ay, ..., ay).
Funcao-acelerago do sistemeaem um intervalo de temp@d;, 7f) € uma fungéo
¢ que associa a cada instante desse intervalo uma dis&ibdig aceleracdes do
sistema,

¢ (Tiva) — R
t—a. (1.13)

A funcao-aceleracao do sistema (1.13) € a derivadpaemhda funcao-velocidade
do sistema (1.12) e a derivada temporal segunda da fung&onanto do sistema
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(1.10) e, Levando em conta (1.18)= (¢1, ds, . . ., dn ).

Deslocamento de um sistemde uma configura¢éo para outra € a variagao de
sua configuragdo. Assim, o deslocamento da configuragao(r, rs, ..., ry)
para a configuraca® = (r|,r,,...,r%y) & ovetorr' —r = (r; — ry,r, —
ro, ...,y —ry). Naturalmente, o deslocamento do sistema\e-apla formada
pelos deslocamentos das particulas do sistema. Como watfigs do sistema
sdo vetores d&?V, as variacdes de configuracdes, os deslocamentos do sis-
tema, também sao vetoresRe" .

Translacao de um corpo rigido & um deslocamento desse corpo no quasd tod
as suas particulas sofrem o mesmo deslocamBwit@acdode um corpo rigido em
torno de um de seus pontos & um deslocamento desse corpal @ssgi ponto Nao
se desloca. Rotagao de um corpo rigido em torno de umeeixo deslocamento
desse corpo no qual os pontos do eixo nao se deslocam. Uemiadamoso de
Euler afirma que toda rotagdo em torno de um ponto & umedotam torno de
um eixo que passa pelo ponto.

Um corpo rigido esta etmmovimento de translag@io em um certo instante se
nesse instante todas as particulas do corpo tém a mesotidegle, ditaveloci-
dade de transla@o do corpo. Um corpo rigido esta emovimento de rotagao
em torno de um ponto em um certo instante se nesse instante@tpm veloci-
dade nula. Um corpo rigido esta enovimento de rotagdo em torno de um eixo
em um certo instante se nesse instante os pontos do eixodai@cidade nula.
Pelo teorema de Euler, todo movimento de rotacao em uro gestante € um
movimento de rotacado em torno de um eixo nesse instange. ¢tso € chamado
eixo instantaneo de rota@o no instante em questao.

Sejamr; = (z1,y1, 21), 2 = (T2, Y2, 22),...,Tn = (Tn, Yn, 2n) @S respectivas
posicles evy = (Viy, Uiy, V12), V2 = (Vag, Vay, V22),eesy VN = (UNz, UNy, Unz) @S
respectivas velocidades das particul@s... N em um certo instantéestado do
sistemanesse instante & o vetor &Y dado por(r;,ry, ..., rn; Vi, Vo, ..., Vy).

1.3 Principios de diramica

As leis fundamentais da dinamica sao obtidas de obs&éegag experimentos, e
relacionam os movimentos de particulas com os corpos qudlosnciam. Es-
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sas leis sao enunciadas e divulgadas comjo as trés leiswliohdo movimento.

Aqui elas serao apresentadas na forma de 7 principiosa@pectitiva de facili-

tar a compreensao das trés leis de Newton. Apresentangmas definicdes que
SA0 necessarias para apresentar esses principios.

Definimosparticula livre, ou isolada como sendo uma particula infinita-
mente afastada de todos os outros corpos do universo. Defimeferencial
inercial como sendo um refencial relativo ao qual sao constanteslasidades
de alguma trinca de particulas livres nao-colineares.

A exigéncia de que as particulas nao sejam colinearescmema explicacao.
Consideremos uma trinca de particulas livres colinearas) referencial relativo
ao qual as velocidades das particulas sao constantesxg@mmplo, todas nulas.
Nesse caso, as trés particulas também terao velosidadkes relativas a um refe-
rencial que apresente movimento de rotacao, relativaiatepo referencial, em
torno de um eixo que passe pelas trés particulas. Comdesgamos que dois
referenciais com movimento relativo acelerado sejam anmassiais, incluimos
na definicao de referencial inercial a condicao de qumasa$culas nao sejam co-
lineares.

12) Principio da inércia. Existem pairiculas livres e referenciais @rciais;
em rela@o a um referencial inercial qualquer pacula livre esh em repouso ou
em movimento refiheo uniforme.

As estrelas fixas sao bons exemplos de particulas livresfald, elas estao
suficientemente afastadas entre si e dos demais corpos\aramiPodemos es-
colher trés delas nao-colineares (por exemploy e 3 do Cruzeiro do Sul) e
usa-las para determinar se um dado referencial & ou e&ciah Por exemplo,
é facil perceber que um referencial copernicano & iaksa usarmos estrelas fi-
xas para verificar essa propriedade. Com efeito, um refedermpernicano €,
por definicdo, fixo em relacao as estrelas fixas. Coresggmente, quaisquer trés
delas nao colineares escolhidas para a verificacao telacidades nulas relati-
vas ao referencial copernicano. Portanto, ele & inerBialqualquer referencial
terrestre as estrelas fixas sao observadas em movimerutacigue € um movi-
mento com aceleracao diferente de zero; portanto, thésargciais nao sao iner-
ciais. Durante um intervalo de tempo suficientemente pemeenrelacao a um
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dia, as estrelas fixas sao observadas praticamente enscepo®em movimento
aproximadamente retilineo uniforme; portanto, durameal intervalo de tempo,
os referenciais terrestres sao aproximadamente ingrciai

Todos os principios enunciados a seguir sao sempreogadidenas em refe-
renciais inerciais. Os conceitos usados nas formulagésses principios pres-
supdem o uso exclusivo de referenciais inerciais. Es$es &tao pressupostos
na exposi¢ao a seguir, mesmo se nao forem explicitamaenteciados. Com essas
consideracoes fica clara aimportancia dos conceitoartiepla livre e referencial
inercial e a importancia do principio da inércia.

2°) Principio do determinismo newtoniano.Existem sistemas de patilas
que &m cada um de seus movimentos pass determinado univocamente pelo
estado do sistema em um instante fixo qualquer; qualquemnsatie paitulas
que réo tenha essa propriedadeparte de um sistema que a tem.

Um sistema com a propriedade enunciada nesse principio isalado. Por-
tanto, o principio do determinismo newtoniano afirma quiagaovimento de um
sistema isolado € univocamente determinado pelo seucestadim instante fixo
qualquer, ou seja, pela sua configuracao e distribudeaelocidades em um ins-
tante fixo qualquer. O principio também afirma que tod@sistque nao € isolado
é parte de um sistema que € isolado. No contexto dessemaone instante fixo
em que é dado o estado do sistema que determina seu moviengmmadans-
tante inicial do movimento; o estado dado no instante inicial & chanesstido
inicial ou condicao inicial; as posicdes e velocidades do estado inicial sao cha-
madas, respectivamentagsigdes iniciaise velocidades iniciais O movimento
do sistema determinado por uma dada condi¢ao inicialaneldomovimento
que satisfaza condicao inicial.

Os movimentos que satisfazem a todas as possiveis c@sditiCiais Sao 0s
movimentos possr/eisdo sistema. De acordo com o principio do determinismo
newtoniano, esses formam o conjunto de todos os movimen#os sjstema pode
realizar e nesse conjunto ha um tnico que satisfaz umaatedicao inicial.

Se um subsistema de um sistema isolado é isolado, dizeneos tpstante
do sistemanao influencia os movimentos do subsistemaEm contrapartida,
se 0 subsistema nao € isolado, dizemos que o restante tdmaisfluencia
0S movimentos do subsistemanesse caso, o restante do subsitema & chamado
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vizinhangado subsistema.

32) Principio do isolamento. Corpos infinitamente afastados de um sistema
nao influenciam os seus movimentos.

Como exemplo da utilizacao desse principio, considesgoe em boa aproximacao
as estrelas fixas nao influenciam os movimentos dos sisteandsrra porque
estao muito afastadas dela.

Sejaum sistema isolado départiculas e seja, v) = (ry,ra,...,ryN; V1, Vo, ..., Vy)
um estado qualquer do sistema em um instante arbittaribe acordo com o
principio do determinismo newtoniano, um tal estado deftga univocamente o
movimento do sistema. Em particular, determina univocaen@naceleragdes das
particulas do sistema no proprio instahtésso significa que para cada particula
do sistema existe uma funcao que determina a aceledzcparticula no instante
t a partir do estado do sistema nesse mesmo instante. Ditdrdenoado, existem
fungdesfi, fo,..., fx que determinam as acelerac¢des das particulas do sjstema

a; = fi(ry,re, ..., TNV, Vo, ..., VNS T) (1=1,2,...,N). (1.14)

Para a funcao que determina a aceleracao de uma padizgistema a partir
do estado do sistema (e do instante considerado) usamosefunaogao acelera-
triz da particula. Em (1.14) a funcag; € a funcao aceleratriz deéesima particula
do sistema. Notemos que foi deixada a possibilidade de @fuaceleratriz de-
pender do instante em que ela relaciona o estado do sistemascaceleracdes
das particulas do sistema.

Sejag = (¢1, @2, . . ., ) uma funcdo-movimento do sistema. No instante
desse movimento, as particulas tém posigdes: ¢, (t), ro = ¢o(t),....,tny =
on(t), velocidadesv, = ¢1(t), va = dn(t),..., v = on(t), € aceleracdes
a; = ¢1(t), ay = ¢o(t),...,ay = on(t). Substituindo essas expressdes Nas
equacoes em (1.14) elas tranformam-se em equacddsemdo apenas a variavel
t. Se essas equacOes forem verdadeiras para qualgurerum intevalo de tempo
determinado), isto &, se elas forem identidades na \&riage movimentap &€ um
movimento possivel do sistema. Caso contrario nao € orimento possivel.

As equacdes (1.14) formam um sistema\equacdes diferenciais ordinarias
de segunda ordem. Sabemos pela teoria dessas equacpeatwieitas certas
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condicOes para as funcoes aceleratrizeys,..., fv, existe uma, e somente uma,
N-upla de fungdes-moviment@;, ¢», ..., ¢n) que satisfaz agv equacdes di-
ferenciais e a uma dada condicao inicial. Supomos que rRdigiies sobre as
funcbes aceleratrizes sejam satisfeitas para qualgsten® de particulas, de
modo que o conjunto de todos os movimentos possiveis dengsseja dado
pelas solucdes das equacodes diferenciais (1.14); @ieso, dentre essas solucdes
h& uma Unica que satisfaz a uma dada condig&o inicial.

As equacoes (1.14) sao chamadgeages de movimentalo sistema, exata-
mente porque o conjunto de todas as suas solu¢cdes & mtmdps movimentos
possiveis do sistem#&roblema fundamental da diramica & o de encontrar to-
dos os movimentos possiveis do sistema a partir do conketindas funcdes
aceleratrizeg, e, € o de resolver o sistema de equacdes diferenciais demanto
(1.14). Naturalmente, devemos considerar como sao ahéislduncdes acelera-
trizes, o0 que caracteriza o chamaatoblema inverso da diramica. Voltaremos
a essa guestao posteriormente.

Agora, vamos usar esses trés primeiros principios pamalabo conceito de
par isolado. O principio da inércia fundamenta o uso dereetiais inerciais
gue tornam validos o principio do isolamenteo e do detgismio newtoniano.
O principio do isolamento garante que afastando do restonderso um par
de particulas, ele fica isolado; vamos chama-lo, simptesegpar isolado. O
principio do determinismo newtoniano estabelece paraag$cplas do par iso-
lado, digamos @&ésima e g-ésima, as equacoes

a; = fz‘j(l“z‘,l“j;Vz‘,Vj;t) € a; = fji(ri,rj;Vz‘,Vﬁt) ) (1.15)

ondef;; &€ a fungao aceleratriz daésima particula na presenca dasima ef;;

a daj-ésima na presenca da&sima. Se as particulas de um par isolado se afas-
tarem infinitamente uma da outra, de modo que cada uma seisotada, elas
passam a ter velocidades constarites,aceleracao nula, em virtude do principio
da inércia. Conseguientemente, obtemos de (1.15)

lr; —r;| = 00 = fi;(rs,r;; v, vjit) — 0. (1.16)
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Essas propriedades das fungdes aceleratrizes de unolaaioisem especial o fato
de que elas dependem apenas das posi¢oes e velocidadegeaptempo), sao
muito importantes, como veremos no enunciado dos proxduoissprincipios.

42) Principio da superposi@o. Em um sistema isolado, a acele@agde uma
particula em um certo instan&a soma vetorial das aceler@es que a paftula
teria se, nesse instante, cada uma das outrasi@ales do sistema formasse com
ela um par isolado.

Consequientemente, as funcoes aceleratrizes em (h4djngda propriedade

N
filti, v, TN VL Ve, L VNG E) = Z fij(riryivi vyt) o (LA7)
J=1(#1)

52) Principio da proporcionalidade das acelerages. As acelerages si-
multineas a; e a;, das partculas: e j de um par isolado,@m sempre a mesma
direcdo e sentidos opostos e a garentre seus bdulosé uma constante, ist,

a; = —mj;a; , (118)

ondem;; & uma constante positiva que depende apenas daEpkas: e j; alem
disso, para quaisquer pddulasi, j e k, vale a rela@o m;/m;, = m;;.

Chamamosn,;; constante inercial do par isolado(i,j). Como veremos
posteriormente, essas constantes permitem definir o cord®imassa de uma
particula.

Os dois Ultimos principios sao importantes para relai@s observacdes de
um mesmo sistema feitas de diferentes referenciais ingrétara isso, devemos
estabelecer como espaco, tempo e movimento se relaciomaghiferentes refe-
renciais inerciais. Em mecanica newtoniana isso é fetpricipio newtoniano
do espaco e tempo absolutos e no principio de relatividatieeana, aos quais
passamos agora.

62) Principio newtoniano do espaco e tempo absolutosA magnitude do
intervalo de tempo entre dois evenéoa mesma em relag a qualquer referencial
inercial e tamlém oé a diséncia entre dois eventos simautteos.
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Sejam dois referenciais inerciaf e Ref’. Seja um evento que, em relacéo
aRef ocorre no instanté, e na posicaa; e, em relacao &e¢f’, no instante’ e
na posicaa{; seja um segundo evento que, em relacdzfaocorre no instante
t, € na posicae, e, em relagdo &ef’, no instante’, na posicaa;. De acordo
com o principio newtoniano do espaco e tempo absolutesndes ter

ity —t| = [t —ta] € (1.19)

‘I'll - 1'2/‘ = ‘I'l - 1'2‘ se tl = tQ . (120)

E possivel demonstrar que as transformacdes de coataenaais gerais entre
referenciais inerciai®kef e Ref’ que satisfazem as condicdes (1.19,1.20) desse
principio sao

r'=Gr+ut+b e t'=ct+pf : (1.21)

na qualG & um operador linear que deixa distancias e angulosianas,u e
b sdo vetores constantes €k, 3 € um nimero real qualqueree= +1. As
transformacdes de coordenadas (1.21) sao chanratiaformacoes de Galileu
Passamos a descri¢cao dos significado&'da, b, ¢ e 5 e dos casos particulares
importantes dessas transformacdes de coordenadas.

O operadorG mais geral & um operador de rotacao, que representamos po
R, seguido ou nao por um operador que inverte o sentido de weidos do
sistema de coordenadas; esse operador € chamado operavkersbo espacial
como um exemplo, temos o que transforma o &x& em um eixoO’ X’ com
sentido oposto d®X'. Por simplicidade, vamos nos restringir ao caso em que
GG € uma rotacao. A transformacao cam= —1, chamadanversao temporal,
corresponde ao relogio d&f’ marchar com o sentido oposto ao7e. Também
por simplicidade, vamos nos restringir ao caso em gue 1. Excluindo as
inversdes espaciais e temporais, as transformacdesatdenadas mais gerais
entre dois referenciais inerciais sao dadas por

r'"=Rr+ut+b e t'=t+0 : (1.22)
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Essas transformacdes de coordenadas (1.22) sao coatieomdransformacoes

de Galileu restritas. Com elas nao ha mudanca do operador de derivacao em
relacdo ao tempal/dt’ = d/dt, de modo que a derivada da primeira equacao em
(1.22) resultaem

v =Rv+u e a'=Ra : (1.23)

Vemos que também velocidades e aceleracdes podem nmuatad@mudamos de
referencial inercial. No caso da aceleracao a mudaageBas de direcao, ja que
rotacdes nao mudam o modulo de vetores.

A transformacae’ = ¢t + § € chamad#&ranslacao temporal e corresponde a
adiantar o relogio erfRef’ de um intervalo de temp® com relacao ao relogio de
Ref .

No caso particular em que = 0 e b = 0, entdor’ = Rr, que chamamos
rotacao de referenciais ela relaciona as coordenadaski¢’ e Ref quando esses
referenciais tém eixos com a mesma origem e um dos refaisriciobtido por
uma rotacao do outro em torno dessa origem. Por outro $&dioo ha rotacao e
u = 0, temosr’ = r + b que & uma transformacao chamadaslacio espacial
ou, simplesmente, deanslacao; ela relaciona coordenadas dos referendiafs
e Ref’ quando os eixos dRef tém a mesma direcdo e sentido dos respectivos
eixos deRef’, mas a origem dos eixos d&f esta deslocada decom relagao a
origem dos eixos dR¢f’. Se nao ha rotacdo e nem translacao espacial, ehtdo
r + ut que € uma transformacao chamaaapurrao; ela relaciona coordenadas
dos referenciai®ef e Ref’ quando os eixos dRBef tem a mesma direcao e sentido
dos respectivos eixos deéf’' e Ref esta em movimento de translacao em relacao
a’Ref’ com velocidader. Dizemos que € avelocidade do empur@o. Podemos
dizer que uma transformacao de Galileu restrita (1.28@®r obtida adiantando
igualmente os relogios de um referencial inercial e subnd-o0 a uma rotagao,
uma translagao e um empurrao.

Uma grandeza que nao muda ao mudarmos de referencial @daamnva-
riante pela mudanca de referencial ou uminvariante sob as transformag@es
de coordenadas que relacionam esses referencialdéo caso de transformagoes
de Galileu, a grandeza €& dita umvariante sob transformagdes de Galileu
ou, resumidamente, umvariante de Galileu. Vimos em (1.23) que sob uma
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transformacao de Galileu restrita, qualquer acelsagire apenas uma rotacao,
a’ = Ra, de modo que
a’| =] , (1.24)

pois rotacdes nao mudam o modulo de vetores. Portantoduim de qualquer
aceleracao &€ um invariante sob transformacdes déeGadstritas. Na verdade,
é facil mostrar qu® mbdulo de qualquer acelerag é invariante sob quaisquer
transformades de Galileu

Pelo principio da proporcionalidade das aceleracogsakuer par isolado de
particulas; e j & associado o nimero positive;, dado pora; = —mj;a;. Por-
tanto,|a;| = m;;|a;|. Se a expressao correspondente em outro referenciaidherc
é |aj| = m/;|a)|, obtemos, em virtude da invariancia de Galileu dos mxldés
aceleracoes,

ml; =mj; (1.25)

Jt

I.e., asconstantes de pares isolad@snvariantes de Galileu

Finalmente, passamos ao tltimo principio da dinamiassita.

72)Principio da relatividade galileana.O conjunto de todos 0s movimentos
pos$veis de um sistema isola@oo mesmo em todos os referenciais inerciais.

Como discutido anteriormente, 0s movimentos possiveisistema isolado
sao os que satisfazem as equacdes de movimento (1.14)

a; = fi(ry,re,...,rN; VL, Vo, VvNst) (=1,2,...,N). (1.26)

Consequientemente, o conjunto desses movimentos pessiketerminado pelas
funcOes aceleratrizef, fs,..., fv. Desse modo, o principio da relatividade ga-
lileana afirma que as fungdes aceleratrizes de um sissoteld sao as mesmas
em todos os referenciais inerciaig,, sao invariantes de Galileu. Desse modo, se
em um referencial inercidef as equac¢des de movimento do sistema isolado sao
as dadas por (1.26), em qualquer outro referencial ineRzjdl sao dadas por

a, = fi(r],ry, ... v v, v, vit) (i=1,2,...,N).  (1.27)

Essas consideracdes tém consequéncias importargdésrnaa das funcdes ace-
leratrizes, que serao mais convenientemente discutigiasdg introduzirmos o
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conceito de for¢ca. Os 7 principios da dinamica foram eragdos em termos de
conceitos bem definidos. Dois dentre eles, o de constant@ahde um par iso-
lado e o de funcao aceleratriz serao usados para defimpwss conceitos de
massa inercial e de forca. Com isso chegaremos a foramiagwtoniana usual
das leis da dinamica, que constitui-se no assunto darpedsecao.

1.4 As leis de movimento newtonianas

Nesta secao obtemos as leis de movimento newtonianasralparsete principios
da sec¢ao anterior. Desse modo, esperamos que o conteigigreficado das leis
newtonianas se tornem mais claros. Comecamos pela @efidecmassa de uma
particula.

Consideremos uma particula bem determinada que chanpartosula padrao
ou particulap. Formando um par isolado dessa particula com qualquea outr
particula, digamos a particulsobtemos a constante;, determinada pelo principio
da proporcionalidade das acelera¢des (1.48) —m;,a;. Usando essa cons-
tante, associamos a particula quantidade

M = My Uy (1.28)

sendou, 0 simbolo indicativo da unidade em que expressamos que é deter-
minada pela escolha da particula padrao. Definimassa inercialda particula
como sendo a quantidade; (cuja medida na unidade, & o numeran;,). Evi-
dentemente, nao é possivel formar um par ordenado daydarpadrao como ela
mesma. Na verdade, a particula padrao tem, por definigda unidade de massa,

my = 1u, . (1.29)

E importante notar que a massa inércial da particula epentle do padrao
escolhido. Com efeito, escolhendo uma outra particulegoace definindon; =
mizug, obtemosn; = m; (inclusive se = p). Para demonstrar isso, basta usar a
relagao fundamentab,;, /m;, = m;;, dada no principio da proporcionalidade das
aceleracdes e a igualdade Obwig = 1/m;;. De modo semelhante, obtemos a
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partir da definicao de massa inercial (1.28) a igualdade

m;

Notemos que a massa de uma particula & um invariante dieugadio €, tem
0 mesmo valor em qualquer referencial inercial. De fato,abedo com (1.28) a
massa de uma particula &€ definida como uma constante dmfzata. Como estas
constantes sao invariantes de galileu, de acordo com odjstabelecido em
(1.25), a massa de uma particula qualquer também é. Dexd®, se denotamos
por m; a massa de uma particula em um referenRigl, e porm, a massa da
mesma particula em um referencllf’, entao

m;=m,; . (1.31)

Agora, usando a igualdade (1.30) no principio da propoatidade das aceleracdes
do par isoladoa; = —m;a;, ele toma a forma

m;a; = —m;a; . (132)

Usando o principio do determinismo newtoniano para aseaghes do par iso-
lado, obtemos da igualdade (1.32)

m fij (T, 3 vi, Vi t) = —my fii(xs, 155 vi, vy t) (1.33)

Essas igualdades sugerem a definicao de um novo conamito, faremos agora.
Definimosfuncao-forca total na particula como o produto da massa da particula
pela sua func¢éo aceleratriz. Denotando a funcamaftotal na particula por 7,
temosF; = m, f;, ou seja, para qualquer estado do sistema, em qualquentasta
t

~7:i(r1,1“2, <o, NIV, Vo, >VN;t) =m; fz‘(rl,l“Q, co, NSV, Vo, L ,VN;(J--34)

(i=1,2,...,N).

No caso de um par isolado de particulas, digaimeg, definimosfuncéao-
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forga na particula: devidaa particula j como sendo a fun¢as;; = m;, fi;, i.e,

Fij(ri,rj5vi, vy t) = my fis (s, v v, vy t) (1.35)

em qualquer estado do sistema isolado, em qualquer ingtante
Usando o conceito de funcao for¢a no principio da sugs¢fo, obtemos

N
ﬂ(rlar%'"7rN;V17V27"'7VN;t) = Z f‘lj(rurjavlavﬁt) . (136)
J=1(j#1)

E importante observar as restricbes importantes quepeisspio impde a forma
da funcao-forca.

Agora, considerando um subsistema constituido porquéas;, j,..., j., de-
finimosfuncao for¢ca na particula i devida ao subsistem@omo sendo a funcao

Fitirjosja) = M fijy + My fijy + -+ my fiz, (1.37)

NaturalmenteF;;, ,....;.) € uma funcao do estado da particula que sofre a forca.
Sem dlvida, também & uma funcao do estado do subsisfeenexerce a forga,
constituido pelas particulasji, j,..., Jo, € do instante considerado.

Finalmente, definimo$orca sobre uma particula como sendo o valor da
funcao-forca na particula (no estado em considerafii sistema); nesse caso
dizemos que a particusmfre a forcaem questao. Dizemos que a forca € exercida
pelasoutras particulas cujas posi¢cdes ou velocidades sao vasialee funcao-
forca, isto &, pelas particulas que influenciam na aae#er da particula que sofre
a forca. Seguem-se as definicdes secundarias. ORettado por

F, = Fi(r1,ro,...,vN; Ve, Ve, ..., v t)  (1=1,2,...,N) (1.38)
é chamaddorca total na particula: exercida pelo restante do sistemaD vetor
Fi; = fz‘j(rz‘, Ty Vi, Vs t) (1.39)

é chamaddorca na particula : exercida pela parfcula j. O vetorF;, ;, . j.)
dado por
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Fi(jl,jg,‘..,ja) - ﬂ(j17j27m7ja)(ri, rjl? I'j2, ey I'ja; Vi, le, Vj2, P 7Vja; t) (140)

é chamaddorca na particula i exercida pelo subsistema constifdo pelas
particulas ji, jo,..., jo. Com essas definicdes chegamos ao conceito usual de
forca comumente usado em mecanica, mas ressaltando gtamgea do conceito
de funcao-forca, muitas vezes usado de modo apenagitapl

Usando o conceito de funcao-forca no principio do daeirgismo newtoniano,
obtemos

msa; = Fi(ry,ro, ... TNV, Vo, ..., v t) (1=1,2,...,N), (1.41)

que & uma forma equivalente de escrever esse prindipipde dizer que as
aceleracOes do sistema em cada instante sao detersip@ldaseu estado nesse
instante. Na forma original do principio as aceleracé&s determinadas pela
funcOes aceleratrizes; na forma (1.41), pelas funf@es. Usando o conceito de
forca podemos escrever o principio do determinismo nelatm na forma abre-
viada e comumente usada para enunciar a segunda lei de Newton

Nessa equacgao, bem como na (1.32), é claro que a massadmatiicula & uma
medida de sumeércia, isto €, de sua capacidade de resistir a aceleracdes.

Usando o conceito de funcao-forca para a igualdade ), 1oB&da para o par
isolado constituido pelas particulas j, obtemos

Fij(ri,x;vi, viit) = =Fji(rs,r55vi, vy t) (1.43)

Com o auxilio do conceito de forc¢a, a igualdade anteridies®er escrita na forma
abreviada e comumente usada para enunciar a terceira levieiN

F, = Fj . (1.44)

Com o auxilio do conceito de forca podemos escrever oipimda superposicao
de funcdes-forga (1.36) na forma abreviada e comumesateay
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F,= ) Fy (i=12...N). (1.45)

Na secao anterior consideramos que resultados expdaimégvam aos sete
principios da dinamica que postulamos. Nesta secaos/gne eles levam as trés
leis de Newton. A primeira lei & essencialmente o que chamsgmincipio da
inércia. A segunda lei & a equacgao (1.42) e a terceira éeequacao (1.44), cu-
jos significados devem ser claros pelas as definicdesgsrée funcao-forca, de
massa e de forca e, naturalmente, pelos contetidos doprsetpios anterior-
mente enunciados. Tanto as trés leis de Newton quanto @psetipios enun-
ciados sao validos apenas para movimentos relativogeerafiais inerciais e em
quaisquer desses referenciais essas leis e princiassaesmos.

Podemos perguntar se, partindo das trés leis de Newtoeppuxichegar aos
sete principios. Poderiamos responder que o significaddrés leis do movi-
mento enunciadas por Newton nao € livre de controvéespastos obscuros e que
a tentativa de esclarecer esses pontos leva a postuladps dos$ sete principios.

As equacdes (1.41) dadas pela segunda lei de Newton séwvaleqtes as
equacdes de movimento do sistema dadas em termos ddse$uaceleratrizes
(1.14). Por esse motivo as equacdes da segunda lei tas@mechamadasuages
de movimento do sistemaOs movimentos possiveis do sistema sao 0s que satis-
fazem as equacdes de movimento (1.41) e sao deternsimestias fungdes-forca
F1, Fo,..., Fy que aparecem em (1.41). Dentre esses movimentos ha um, e so-
mente um, que satisfaz a qualquer condicao inicial dada.

Agora, consideremos algumas consequéncias do prind&pielatividade ga-
lileana nas formas das equacdes de movimento de um sistéss® principio
afirma que o conjunto de todos 0s movimentos possiveis dastems isolado
€ 0 mesmo em todos os referenciais inerciais. Isso sigmjtieaas funcdes ace-
leratrizes de um sistema isolado sao as mesmas em todoe@nogais inerci-
ais. Mas as fun¢bes-forca sao produtos das func@sratrizes pelas massas das
particulas, e essas massas também sao invariantesgabl Portanto, o principio
da relatividade galileana pode ser expresso pela afiodegue as fungdes-forca
de um sistema isolado sao as mesmas em todos os refer@meiaiais, isto &, as
fungdes-forga sao invariantes galileanos.
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Consideremos as equacgdes de movimento de um sistem@dasstaum refe-
rencial inercialRef,

m;a; = Fi(ry,ra, ..., NV, Ve, ..., v t)  (i=1,2,...,N). (1.46)

Como as massas, ms,...,my € as fungdes-for¢c,, 7»,..., Fy Sao0 invariantes
galileanos, em qualquer outro referencial iner@igl’ as equacdes de movimento
do sistema sao

mial, = Fi(v, vy, . v v vh oo vit) (=1,2,...,N) . (1.47)

As invariancias de massas e funcoes-forca nas eqadtdi6) e (1.47) impoe so-
bre elas importantes restricdes. Por exemplo, se a wlifiegenca entre os dois
referenciais inerciais for uma translacao temporalaasiormacao de Galileu en-
tre eles reduz-se as equacdes-r et’ =t + 3. Nesse casa;/ =r;, v

[

a/ = a;, de modo que as equacgdes (1.47) no refereeiéiltomam a forma
m;a; :E(rhr%"'7rN;V17V27"'7VN;t+ﬁ) (Z = 1727'-'7N) : (148)
Comparando essas equacdes com as equacodes (1.463nencedlRef, obtemos

Fi(r,ro, ..., TN; VY, Vo, ..., VNt + () =

= Fi(ry,ro,. .., rN; V], Vo, ..., v t)  (1=1,2,...,N). (1.49)

Comog é arbitrario nessa igualdade, concluimos gsieun@es-forcasri, 7,...,
Fy de um sistema isoladodo dependem explicitamente da &l tempot.
Tendo em vista esse resultado, passamos a escrever agegjdacmovimento
(1.41) de um sistema isolado na forma

m;a; = Fi(r1,ra, ..., TNV, Vo, ..., Vy) (1=1,2,...,N). (1.50)

Essas equacdes de movimento de um sistema isolado sé@i@airtes por inversao
temporal,t — —t, isto €e = —1 e f = 0 na transformacao temporal em
(1.21)). Como consequéncia, se o sistema tem um movimestivel, seu re-

verso também & possivel.
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O principio darelatividade galileana foi combinado coamsiiac@es temporais
para concluir que as funcdes-for¢ca de um sistema issladaependem explicita-
mente do tempo. Combinando o principio com translac8paaais, concluimos
que as func¢des-forca de um sistema isolado dependenod@des das particulas
do sistema apenas por meio de diferencas de posicoe<,igbr meio do que
chamamos posicdeslativasentre as particulas. Combinando o principio com
empurrdes, concluimos que as fun¢des-forca de uensisisolado dependem das
velocidades das particulas do sistema apenas por meifederdias de velocida-
des, isto &, por meio do que chamamos velocidaglasivasentre as particulas.
Se combinado com rotac¢des, obtemos outras restriptEaessantes sobre a ma-
neira pela qual as fun¢des-forca dependem dos estaddstdma isolado [6, 7].

A forgca exemplar em mecanica newtoniana € a forca greiaihal. Ela & dada
pela lei de Newton da atracao gravitacional: forca dgemvwbnal na particula
exercida pela particulaé dada pela expressao

mg;m; .
T o Lij s

|ri;]?
naqualr;; = r; —r;, tj; € o unitario do vetor;; e G & a constante chamadans-
tante da gravitagdo universal cujo valor &, 672.59(8.5)x10~'m? /kgs’. Como
uma forca entre particulas de um sistema isolado, elal@epende explicitamente
de tempo e depende da posicao das particulas Essa tygepende das veloci-
dades das particulas e do tempo. Ela depende apenas dgsepatas particulas
apenas por meio da posicao relativa entre elas. Alénodisdo depende das
velocidades das particulas. Essa forca explica os monoaglanetarios € esta
sempre presente nos corpos que observamos no dia a dia sabeodeopeso.
E um resultado experimental importante que a intensidaderda gravitacio-
nal entre particulas & proporcional ao produto das massesaisdas particulas.
E mesmo surpreedente que a propriedade da particula quesuadapacidade
de atrair gravitacionalmente &€ a mesma que mede sua cagacitk resistir a
aceleracoes.
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1.5 Sistemas de paitulas

Nesta secao abordamos as no¢des fundamentais dacidsistemas de particulas,
nao necessariamente isolados, e alguns novos conatie$6 estudo desses sis-
temas.

Consideremos um sistema de particulas isofgdoom numero total de particulas
igual aN; e um sistema dé&/ particulasS que & um subsistema do sistema total
isolado (V < Nrp). Para facilitar nosso estudo numeramos as particulagé€o s
tema total isolado de tal modo que as N primeiras sejam apiasg do sistema
S. Desse modo, o sistentaé constituido pelas particulas2,..., N enquanto as
particulasV + 1, N + 2,..., Ny estao fora de.

Estamos interessados na situacao nova em que o sisteraa € isolado, de
modo que as particulds + 1, N + 2,..., Ny formam a vizinhaca dé&, ou seja,
influenciam os movimentos de

Pela Segunda Lei de Newton, as equacOes de movimento tprendeam as
aceleracdes das particulas do sistéhs@o

miai:E(rh"'?r]\furNJrl"'7rNT;V17'"7VN7VN+1"'7VNT)

(i=1,...,N). (152

Essas aceleracdes sao dadas em funcao das posi@lesidades das particulas
do sistemaS e das posicoes e velocidades das particulas da vizjaltas: Es-
tamos interessados apenas na situacao em que o movinaevirthanca d& é
conhecido, isto &€, em que sao dados os movimentos dasypastdas vizinhancas,
rvi1 = On+1(t),..., Ty, = on,(t). Usando essas fungdes eliminamos de (1.52)
as posicoes e velocidades das particulas da vizinfeobtemos

mia; = Fi(ri, .o T, S () o dng (05 Vi, o Vi, S () o by
(i=N+1,...,Np) (L53)

Vemos que no lugar das posicoes e velocidades das pastta vizinhanca apa-
rece a variavel que representa o tempo. Desse modo o membro direit@siana
dessas equacdes torna-se uma funcao do estado dossisteio tempo. Deno-
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tando porFy’ essa funcéo, temos

ef . ) —
F(ry, ...,V .., VN E) =

= JTZ'(I'l, B S ¢N+1(t) e ngT(t);Vl, .. .,VN,QZ‘SN_,_l(t) e ¢NT(t)) (154)

ChamamoSFff funcao-forca efetivatotal na particula. Usando essa definicao
de funcao-forca efetiva, as equacoes (1.53) tomamnaso

msa; = F(ry, .. enve, .. o,vs t) (i=1,...,N) . (1.55)

Essas sao as equacdes de movimento para o sistesta €, as equacoes que de-
terminam os movimentos possiveis desse sistema. A iflaérercida nele pelas
vizinhancas desse sistema nao isolado aparece na @ladspendéncia explicita
do tempo apresentada pela funcao-forca efetiva.

Denominamogorca efetiva o valor da fungao-forca efetiva em um certo es-
tado e em um certo instante. Denotando Eﬁr a forca efetiva na particulado
sistemaS, a equacgao anterior toma a forma abreviada

mga; =F (i=1,...,N). (1.56)

O normal & nao indicarmos explicitamente que a fungfogaf ou a forca sao efe-
tivas, ficando implicito pelo contexto; assim, escrevenmm$ugar de7-“ff e Fff :
simplesmente-; e F;.

Em um sistemaS nao isolado, ha forcas exercidas sobre suas particula p
particulas que estao no proprio sistema, chaméafgas internas sobresS, e
forcas exercidas por particulas que estao na vizirdhaeeS, chamadagorcas
externassobreS. A soma de todas as forcas internas sobr&sima particula &
chamaddorca interna total sobre ela e & denotada 6", e a sua funcédo-forca
correspondentdyungao-forga interna total, denotada po#;™. Pelo principio da
superposicao,

N
F'= ) Fy (1.57)
J=1(j#4)
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ou, em termos das funcdes-forca,

N
f?n(rla--'arN;Vla"-avN) = Z f'ij(rij’vij) : (158)
J=1(#7)

A soma de todas as forcas externas sohirésima particula & chamaftaca
externa total sobre ela e & denotada @of*. A sua funcao-forga correspondente
é chamadduncao-forca externa total sobre a particula e & denotada .
Temos

Fo* = Fe(r;, viit) | (1.59)

A forca total sobre a particulado sistemaS & a soma da forga interna total
com a externa total sobre ela,

F, = F* + F" | (1.60)

ou, em termos das func¢des-forcas,

N
ﬂ(rl,...,rN;fl,...,VN;t) = Z ]:ij(rl-j,vij)+.7:fm(ri,vi;t) . (161)
J=1(5#4)

Usando essa decomposi¢cao em forgas internas e exteregsiacoes de mo-
vimento (1.56) tomam a forma

mia; = F +F" (i=1,2,... N), (1.62)

ou seja,

N
m;a; = Z}}j(rij,vij) —l—ffx(rl-,vi;t) (’l = 1,2,...,N) . (163)
j=1

(7#1)

Se o sistem& é constituido por uma Gnica particuld] & 1), nao ha forcas
internas sobre ela e (1.63) toma a forma

ma = F(r,r;t), (1.64)
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na qual o subindice desnecessarfoi abolido.

Em um sistema com um numeraV de particulas maior do que a soma
de todas as forcas internas sobre as particulas do si§te®@, em virtude da
Terceira Lei de Newton,

N N N
>FEP=> > F;=0. (1.65)
i=1 i=1 j=1(j#i)

Para explorar essa propriedade, vamos somar todas ashequide movimento
do sistema, conforme dadas em (1.62); obtemos uma expneasfual aparecem
apenas forcas externas, pois as forcas internas somam zer

N N
> ma; =) F (1.66)
i=1 i=1

Essa equacgao sugere algumas definicdes. Definnassa total do sistemaS,
ou, simplesmentenassa do sistema, como sendo a soma das massas de suas
particulas. Se denotarmos a massa total\gor

N
M= m. (1.67)
i=1

Definimoscentro de massalo sistemas como sendo o ponto cujo vetor-posicao

z

e

N
1

A posicao do centro de massa do sisteman@dia ponderadalas posicoes das
particulas do sistema, na qual os ponderadores sao asasnaspectivas des-
sas particulas. Definimos tamb&elocidade do centro de massédo sistema e

acelera@o do centro de massalo sistema como sendo 0s respectivos vetores

1 & 1 &
Vi= ;mivi e A= ;miai . (1.69)
Definimosforga externa total sobre o sistemaS como sendo a soma de todas
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as forcas externas sobre as suas particulas, e a cordesperfuncao-forca é cha-
madafuncao-forca externa total Representando a forgca externa total péf e
a correspondente funcao-forga pBt*, obtemos

N
Fo =) Fy (1.70)
i=1
e
N
F(ry, .. TNV, .., VG ) = Z]—"fx(ri,vi; t) . (1.71)

i=1

Usando as definicdes anteriores, a equacao (1.66) asstonma
MA =F. (1.72)

A comparacgao dessa equacao com a equacao (1.64 va@oteorema do movi-
mento do centro de massao centro de massa do sistema move-se como se fosse
uma partcula de massa igua massa total do sistema e sujeita a uma forga total
igual a forga externa total sobre o sistema

A forcaF<* em (1.72) é dada, em principio, pela funcao-forcal(},.7

Fem:fex(rlu"'7rN;V17-"7VN;t)' (173)

No caso em que o sistema & um corpo rigido em movimento dslagio, em
cada instante, todas as velocidades das particulasisdie & conseqientemente,
sao iguais a velocidad¥ do centro de massa, de acordo com a definicao em

(1.69). Portantoy; = v, = --- = vy = V. Comov; = V, a derivada em
relacdo ao tempo de — R € nula, donde; = s; + R, sendas; vetores constantes
(t=1,2,...,N). Portanto, as Gnicas variaveis que realmente determinaalor

de F* em (1.73) sao a posi¢caR do centro de massa, sua velocidadees o
tempot. Com isso, reescrevemos (1.73) na forRfd = F(R, V;t). Usando
essa expressao em (1.72), obtemos

MA=FR,V;t). (1.74)
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Comparando essa equacao com (1.64), concluimos queagd&xde movimento
de um corpo rigido em translacao é idéntica a de unwa{particula. Essa propri-
edade justifica em diversos problemas, como os de blocosamginclinados,
considerar corpos rigidos como se fossem particulas.

As trés lei de Newton, que formulamos para particulas versdes aplicaveis
a sistemas, isto €, a corpos. A primeira afirma que o centnoadsa de um corpo
isolado permanece em repouso ou em movimento retilindorome. A segunda é
dada pela propria equacgao (1.72). A terceira afirma quenscorpo exerce uma
forca total sobre outro, esse exerce sobre o primeiro umga fie mesmo moédulo,
mesma direcao e sentido oposto. Essas versoes aicheerpos podem ser
obtidas diretamente das trés leis originais para pdaaida equacao (1.72). Em
contrapartida, essas versdes aplicaveis a corpos seeradis trés leis usuais para
particulas tomando o limite em que as dimensoes dos cogmnssderados tendem
a zero.

1.6 Forgas vinculares

Agora, passamos ao conceito importantissimo de forgeulan As forcas de
contato entre corpos solidos, como quaisquer forcasfsides das posicoes e
velocidades das particulas desses corfiosomum tais forcas ndo dependerem
das velocidades, mas apenas das posi¢cOes das partikldasespecificamente,
serem fungOes apenas da deformacao sofrida pelo cistpog, da variacao da
configuracao do corpo a partir de uma certa configuraezmdilibrio. Em geral,
as funcdes que relacionam as deformacdes com as f&figaextremamente com-
plicadas ou até mesmo totalmente desconhecidas. Umgdexisem conhecida &
a funcao simples dada pela lei de Hooke, que da a forgaieaegpor uma mola a
partir de sua deformacao. Quando corpos apresentam gidazimuito grande,
a forca de contato entre eles € normalmente complicads®deecida, de modo
que € preferivel considerar os corpos como perfeitanrégitdos. Nesse caso a
forca de contato nao pode mais ser funcao das defaresagds corpos, pois es-
ses sao indeformaveis por hipotese. Essas forcas ptategmalquer valor para
uma dada configuragao dos corpos, tantos valores muiteepeg quando eles
estao quase perdendo contato, como valores ilimitad@geandes para garantir
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a rigidez dos corpos. Essa for¢as sao entao fungéssonhecidado tempo que
dependem do particular movimento dos corpos em contato;xempo &€ dado
pela forca normal entre um bloco perfeitamente rigido @ soperficie lisa per-
feitamente rigida sobre a qual ele desliza. No limite idadb de rigidez perfeita
dos corpos, a for¢a de contato entre eles & charfoack vincular.

O nome forga vincular se deve ao fato de que as forcas @resilimpdem
restricdes, owinculos aos movimentos dos corpos, quais sejam, eles nao podem
realizar movimentos em que um corpo penetre na regiao digesupado por
outro. Esses vinculos sao informagdes extras sobreowgmantos dos corpos.
Essas informacdes e as equacdes de movimento, juriasndser capazes de de-
terminar os movimentos possiveis dos corpos e, para cadasses movimentos,
as forcas vinculares em agcao. Em um contexto em que aareecas vincula-
res, as forcas usuais, dadas como funcdes-forca cinlaisetdo estado do sistema
e do tempo, sao chamadascas dadas

Consideremos um sistema fdeparticulas sobre as quais agem forgas vincula-
res, senddN; a forca vincular total sobre a particuldo sistemai(= 1,2, ..., N).
SejaF; a soma de todas as forcas dadas sobre a pariiddaistema, isto €, a
forca dada total sobre a particudlg = 1, ..., N). Com essa separa¢ao das forcas
em vinculares e dadas, as equacdes de movimento (1.5B8felma toma a forma

mZaZ:Fl+NZ (Z:]_,,N) (175)

A forca dadaF; & determinada por sua funcao-fot€g isto &, por uma expressao
dadaF; = F;(ry,...,ry;vy,...,vy;t). Poroutro lado, cada forga vinculdr; é
uma funcaoV; do tempo que & desconhecida e que desejamos deteriNinar,
N;(t). Escrevendo (1.75) em forma explicita,

mia; = Fi(re,...,tn; Ve, ., v t) N (i=1,...,N). (1.76)

podemos dizer que desejamos usar e3saguacoes para determinar as fungoes-
movimento dasV particulasgp;,..., ¢, que dao as posicoes,...,ry em funcao

do tempo, e as fun¢des],..., Ny, que dao as forgas vinculardg,..., Ny em
funcao do tempo. Devemos esperar queNagquacdes em (1.76) nao sejam
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suficientes para isso. A informacdo suplementar nedassaornecida pelos
vinculos associados as forcas vinculares. Esseslegmstringem 0os movimen-
tos possiveis e caracterizam as forcas vinculares ddgmab A suposicao fun-
damental & que os vinculos, juntamente com as equagds®dimento (1.76),
determinam os movimentos possiveis e as for¢as vincuarecada um desses
movimentos. Talvez o exemplo interessante mais simplestirea com forcas
de vinculo seja a normal exercida por um plano inclinadaesoin bloco que
desliza sem atrito sobre ele quando ambos sao considerandmsperfeitamente
rigidos. Considerando o bloco como o sistema, a forca gabliee ele & o peso, a
forca vincular & a normal e tanto o movimento do bloco go@nhormal podem
ser obtidas das equag¢des de movimento do bloco e do videudue o bloco tem
movimento restrito ao plano inclinado.

1.7 Constantes de movimento

Nesta sec¢ao apresentamos 0s conceitos de momento ieeapmento angular,
de energia e as condi¢cOes em que essas quantidades saonse

Momento linear de uma particula & o produto de sua massa pela sua veloci-
dade.Momento linear P de um sistema de pariculasé a soma dos momentos
lineares de suas particulas,

N
P=> mv;. (1.77)
=1
Usando esse conceito de momento linear, a equagao (55ina a forma

dP
— =T, 1.78
p (1.78)

Esse resultado é ®orema da forca e momento linear Como consequéncia
imediata, obtemos teorema da conservago do momento linear Se a forca
externa total sobre um sister@anula, seu momento lineérconservado

F“ =0 = P é constante. (2.79)
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Naturalmente, 0 momento linear de qualquer sistema is@admstante. Dado o
carater vetorial do momento linear, cada componente gerwada independente-
mente das outras.

Passemos agora aos conceitos importantes na definicaordento angular.
SejamP e () dois pontos do espacd?osi@o de P relativa a () & vetorrpg
que vai de) até P. Velocidade deP relativa a () & o vetorvpy = drpg/dt.
Aceleracdo deP relativa a ) & o vetorapg = dvpg/dt. Serp e rg S40 0S
vetores-posicao respectivos Hee (), entaorpg = rp —rg, vpg = vp — Vg €
apg = ap —ag. Naturalmente, s& & o ponto onde se encontra alguma particula,
dizemos querpg, vpo € apg Sao0 aposi@o, a velocidade e a aceler@p da
particula relativas ao ponto(), respectivamente. S@X)YZ & o sistema de
eixos em relacéo ao qual temos as posigges r dos respectivos pontas e
(), 0 vetorrpg € a posicao de” relativa ao sistema de eix@gt’)’ Z’ obtido
submetendo o sistenat') Z a translacae . Portantal)x’)’ Z’ move-se com
2 mantendo seus eixos paralelos ao respectivos eix65\B Z.

Seja uma particula de massa velocidaderz. Momento angular da particula
relativo a um ponto () & o produto vetorialr — rgp) x m(v — vg). SejaF uma
forca sobre uma particula de posigaoDefinimostorque de F relativo a um
ponto () como sendo o produto vetorial da posi¢ao da particuédival ac) pela
forcaF, isto &,(r — rg) x F. O ponto) em relagdo ao qual calculamos momen-
tos angulares e torques & chamamto base Momento angular L de um
sistema de partculasrelativo a um dado ponto basgé a soma dos momentos
angulares de suas particulas relativos a esse ponto base,

N
Ly = Z(rZ —rg) X mi(v; —vg) . (1.80)

i=1

Supondo que o pont@ tem acelerac¢ao nula no referencial inercial ou que o ponto
() € o centro de massa, e usando a Segunda Lei de Newton, obtemos

N

N
L |
dd_t@ _ ;:1:(” —1o) x F 4 Ei_l:(ri —1o) x Fin | (1.81)

O primeiro somatério no membro direito dessa equacaefiaido como sendo o

37



torque externo total 7’ sobre o sistema de paitulasrelativo ao pontd),

N
TG =Y (r;—1g) x F". (1.82)

i=1
Usando a terceira lei de Newton e a hipotese de que as fdecameracao entre
qualquer par de particulas téem a direcao da reta que pas®las, obtemos que a
soma dos torques das for¢as internas € nula. Essa sonegarale somatorio no
membro direito de (1.81). Portanto,

% =Tg . (1.83)
i.e, ataxainstardnea de variago do momento angular de um sistema deigatas,
relativo a um ponto de acelerag nula ou ao centro de massa do sistegegual
ao torque externo total sobre o sistema relativo ao resgegionto de acelerap
nula ou centro de massaEsse resultado & ®orema do torque e momento
angular. Como consequéncia imediata dessa igualdade, tentesrema da
conserva@o do momento angular Seé nulo o torque externo total sobre um
sistema, relativo a um ponto de acelefiagnula ou ao centro de massa do sis-
tema, seu momento angular relativo ao respectivo ponto é&erio nula ou
centro de mass& conservado

T& =0 = L, éconstante. (1.84)

Naturalmente, 0 momento angular de qualquer sistema séladnstante e cada
componente do momento angular se conserva independertéedasutras.
Uma aplicacao simples dos teoremas anteriores &€ a dénagis de que as
forcas de tensao nas extremidades de uma barra rigidaskandesprezivel sao
de mesmo modulo, mesma dire¢do, sentidos opostos e cegadiao longo da
barra. Com efeito, denotando essas forcaskpe R;, e aplicando a barra o
teorema (1.72), obtemad¥ A = R; + R, + Mg, ondeM €& a massa da barra.
Como a massa é desprezivel, podemos tamas 0 e obterR, = —R,, isto €, as
reacdes tém mesmo modulo, mesma direcao e sentidssosp Denotando peg
er; 0s respectivos pontos de aplicacadRlee R, relativos ao centro de massa,

38



e aplicando o teorema (1.83) cothno centro de massa, obtemdk, /dt =
r1 X Ry +r2 x Ry = (r; —r2) x R;. Como a massa é desprezivel, podemos
tomarL, = 0 e obter(r; —r3) x Ry = 0, isto &, as rea¢des estdo ao longo da
barra.

Agora, seja vy, va, ..., vy) a distribuicdo de velocidades em um instante ar-
bitrariot de um movimento possivel de um sistema\particulas. Pela Segunda
Lei de Newton

dv;
mzd—: = Fz = f;‘(rl,...,I'N;Vl,...,VN; t) (Z = 1,,N) . (185)
Seja(dry, drs, ..., dry) 0 deslocamento do sistema em um intervalo de tempo

infinitesimal dt a partir do instante arbitrarig naturalmentedr; = v;dt (i =
1,..., N). Multiplicando escalarmente pelo deslocamento infimtesdr; am-
bos os membros de (1.85), obtemos

1
d[§mivf]:]:i(rl,...,rN;vl,...,vN;t)-drl- (t=1,...,N). (1.86)

Adicionando as equacodes (1.86) membro a membro, temos

N N
1
d [g §mivz~2] = E Fi(ry,...,rN; VY, ...,V t) - dry . (1.87)
i—1 i=1

Vamos supor que o membro direito dessa equacgao nao defdasdelocidades,

N N
1
d [E émiV?] = E Fi(ry,...,ry) - dr; , (1.88)
=1 i=1

e que seja um diferencial exato, isto &, que exista umafubigda configuracao
do sistema que satisfaca a igualdade

N

Z‘/Ti(rl,...,I'N)'dI'i:—dU(I‘l,...,I'N) s (189)

i=1

na qual o sinal negativo &€ apenas por questao de conwgnidhotemos qué/ &
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definida a menos de uma constante aditiva. Usando (1.89).88)(bbtemos
Y1
> §miv§ +U(ry,...,ry) = constante, (1.90)
i=1

isto &, a quantidade no membro esquerdo dessa equacgda énstante durante
movimentos possiveis do sistema de particulas. Essdidada &€ chamadener-
gia med@nica do sistemaque representamos phr,

N
E = z; %mivf +U(ry,...,ry) . (1.91)

Seja um deslocamento infinitesimal de uma particula sob a agado de uma
forca F. Trabalho infinitesimal @/ da forca nesse deslocamenté, por
definicao, o produto escalar da forca pelo deslocamehremos que o traba-
lho & realizado pela forca sobre a particula. O membutdide (1.87) € o tra-
balho infinitesimal realizado sobre a particulpela forca total que age sobre
ela. O membro direito de (1.87), ou de (1.88), & chamaalmalho infinitesi-
mal realizado sobre o sistemaelas forcas que agem sobre ele no deslocamento
(dry,drs, . .. dry). Representamos esse trabalho gov .

Se o trabalho infinitesimal realizado sobre o sistema é dienedicial exato,
como afirmado em (1.89)@ZW = —dU, dizemos que o sistema de particulas
€ umsistema conservativce a funcad’/ € chamada umanergia potencial do
sistema de partculas De acordo com uma observacao anterior, a soma de uma
energia potencial do sistema com uma constante & també&nenengia potencial
do sistema. Escrevendo (1.89) na forEéV:1 F; - dr; = —dU, obtemos

ou

F, = ~ar (1.92)

i.e,, a forca na particulaé o negativo do gradiente da energia potencial relativo
a posicao a particula Dadas as forcas do sistema conservativo, uma energia
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potencial do sistema é

Ulr) = / N S OF -, (1.93)

r

onder, & uma configuracao fixa arbitraria do sistema chanw@mdiguracao
padrao da energia potencial.

A integral de um trabalho infinitesimal nos deslocamentegssivos de um
movimento & chamadaabalho da forca nesse movimento. A expressao (1.93)
mostra queuma energia potencial de um sistema conservativo em uma cert
configura@o é dada pelo trabalho que as forcas do sistema realizariam sis-
tema fosse dessa configuéacag a configurago pad@o da energia potencial

Energia cinética de uma parfcula & o semiproduto de sua massa pelo qua-
drado de sua velocidadEnergia cinética de um sistema de paitulasé a soma
das energias cinéticas de suas particulas. Vemos quegicemecanica do sis-
tema definida em (1.91) é a soma da energia cinética dorgistem sua energia
potencial. Obviamente, a energia mecanica de um sistemseo@tivo € uma
funcao do estado do sistema e, de acordo com (1.90), tenalomoonstante para
cada movimento possivel do sistema.

Um sistema deV particulas em interacdo puramente gravitacional &igm s
tema conservativo e tem uma energia potencial dada por

1 —Gm;m;
Ulry, ory) = 5 > o/ (1.94)

Se uma forca sobre uma particula pode ser escrita comoadtiegte de uma
funcao relativo a posicao da particula, dizemos qf@ea &€ umdorca conser-
vativa. Naturalmente, se todas as for¢cas que agem sobre um sid¢gpaaticulas
sao conservativas, o sistema é conservativo. Em um sistenservativo isolado
conservam-se a energia, as trées componentes do momesdo diras trés do an-
gular. Essas quantidades s&o conhecidas corsetasonstantes universais do
movimento.
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Capitulo 2

|dealizagoes e suas limitages

As idealizacOes de situacdes reais substituem osrfends reais, normalmente
complicados e de caracterizagcao imprecisa, por modehgdiBcados. Tais idealizacdes
muito contribuem para que se torne acessivel a verificdeipoteses através dos
experimentos, coletas de dados e finalmente para a exedaszalculos, cujos
resultados abonam ou descartam as hipbteses quando ecimp@om a reali-
dade do fendmeno na natureza. Estas mesmas idealizgg@éesinto colaboram,
guando nao bem dosadas ou bem fundamentadas podem taor@nometer os
resultados e nos expor a conclusdes completamente absnmdama teoria que
ha séculos vem se comportando como um suporte solidcapesenpreensao de
fendbmenos naturais, a nivel macroscopico, que & a mucaewtoniana. Cer-
tamente, as outras teorias estao sujeitas a0 mesmo peragoNosso trabalho
se limita a mecanica classica newtoniana. Neste dagdatemos uma descricao
simples das idealiza¢cdes mais notaveis usadas nes&g saguindo seu resumo
exposto no capitulo anterior. Em seguida veremos algusrsebos de resultados
inesperados devidos a essas idealizacdes. Daremos enedascricao do exem-
plo dos informalmente chamados “invasores do espago’erives a importancia
das condi¢cdes de Cauchy na mecanica newtoniana e de iessenpque elas sao
violadas, em particular no domo de Norton.
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2.1 Idealizages em meanica newtoniana

Seguindo o roteiro do formalismo newtoniano exposto netekpl, comegcamos
pelos conceitos pressupostos pela mecanica classiessUpomos que 0 espaco
da mecanica newtoniana € o espaco da geometria eudidgral e que 0s postu-
lados e teoremas dessa geometria sao verificaveis exgeeahmente por meio de
réguas. Essa ja & uma idealizacao extrema, pois tedassaas réeguas (assim en-
tendemos qualquer processo de se medir distancia) s&easdw limitada. Alem
disso, nossas medi¢cdes nao garantem que a geometripalmeseja diferente se
considerarmos por¢cdes muito grandes do universo owesgiiuito pequenas,
muito menores do que as dimensodes atdmicas. Com issca @ealizacao radi-
cal supor que o espaco inteiro do universo obedeca a gearaaclidiana e que
podemos fazer medicdes de distancias em qualquer pomspcoE particular-
mente perigoso tomarmos o limite em que distancias vaoa 3egue-se que sao
igualmente idealizados os conceitos de sistema de eixodewados e de pontos
localizados relativamente a esses eixos por meio de veposagao. Também os
relogios disponiveis s&o de uso e precisao limitadsssitaacdes reais, de modo
gue o conceito de instante de tempo e a possibilidade de Imednr qualquer
ponto do espaco se revelam como altamente idealizadosudguegr modo, sem
essas suposicoes nao é possivel sequer iniciar ocedauchecanica. Qualquer
refinamento posterior nao invalida usar esses conceitosyEnos em dominios
restritos de fendmenos.

Em seguida temos os conceitos de particula e de sistenguguabmo sendo
um conjunto de particulas. O conceito de particula coma@onpo de dimensdes
despreziveis em um dado problema nao deve causar difilrddaela ressalva
de que a dimensao desprezivel significa que nao estaddéprecisao dos par-
ticulares instrumentos usados em um certo problema. Masndifidacao entre
particula e ponto que & de fato feita no formalismo & unealidacao radical.
No conceito de sistema como um conjunto de partes tao paguge podem ser
consideradas como particulas, também ha um perigospdes necessario consi-
derar as partes com dimensdes subatdomicas, elas ndesé&as pela mecanica
newtoniana, mas pela mecanica quantica, como & bemosabid

O conceito de corpo rigido também é aproximado, poisassgedi¢cdes das
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distancias entre seus pontos sao feitas com precis@adiapara garantir que se-
jam exatamente invariaveis. Além disso, todos 0s corpaigriais sao em alguma
medida deformaveis. Dai, o conceito de corpo absolutsenegido usado no for-
malismo é altamente idealizado. Em igual medida sao imdds os conceitos
de referencial, que usa o0s conceitos de corpo rigido,gleee de reldgios, bem
como 0s conceitos relativos a referenciais, como posigiocidade e aceleracao
de uma particula.

Obviamente, o conceito de particula livre como uma paldimfinitamente
afastada dos outros corpos do universo &€ uma idealizaga®ma, pois afasta-
mentos observaveis podem ser relativamente enormes massjafinitos. Aléem
disso, uma particula infinitamente afastada de todos pesoi@o seria observavel.
Igualmente idealizado € o conceito de referencial inem&inido a partir do con-
ceito de particula livre.

Os sete principios da mecanica apresentados no capitskm as idealizacdes
que acabamos de discutir e, portanto, tém caractesgstiealizadas. O principio
da inércia pressup0e os conceitos idealizados de refatenercial e particula
livre. O principio do determinismo newtoniano usa vagosceitos idealizados
que ja descrevemos e acrescenta o de sistema isolado gabmémte, nao de-
veria sofrer nenhuma influéncia do restante do universombdo semelhante
podem ser apreciados o principio do isolamento, o da sapiefm e 0 da propor-
cionalidade das acelerag(")f&evidente gue no principio newtoniano do espaco e
tempo absolutos e no principio da relatividade galile@mausadas idealizacoes,
mas tocam conceitos e fendmenos que ultrapassam o dodaim@canica new-
toniana e qualquer comentario sobre eles também ulsapassos objetivos
evidente que as leis de Newton, como decorrentes dos pinsditados também
sao afirmativas idealizadas. O mesmo podemos dizer dasquscias das leis
de Newton, como os teoremas de conservagao.

Para nosso estudo é de particularimportancia a ideabzde for¢as de vinculo.
Introduzimos o conceito de for¢a de vinculo de contatoeesblidos baseada na
idealizacao extrema de que eles tém rigidez infirtitaatural esperar que tal con-
ceito leve em um momento ou outro a dificuldades, e o mesmoveedizer do
conceito de forca de atrito, que depende da forca vincldaontato.

Todas essas idealiza¢cdes sao bem conhecidas e rectagedao inevitaveis.
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Sem elas nao é possivel desenvolver os formalismos etarajs experimentos.
O que nao € claro & que os perigos decorrentes dessagagéak sejam apenas
resultados imprecisos ou em desacordo com situacOes neas que podem ser
melhorados para obter melhor precisao ou acordo com aaelali Pode ocorrer
que as idealiza¢des sejam mais perigosas do que issqdelasam causar incon-
sisténcias dentro da propria teoria, com resultadosgmientes da teoria violando
seus proprios postulados.

2.2 Invasores do espaco e determinismo newtoniano

O problema newtoniano mais importante &€ o de um sistemartieylas sujeitas
somente as forcas gravitacionais mituas. Se temos wemsigle/N particulas
de massasn,,..., my, € vetores-posicao respectives..., ry, 0S movimentos
possiveis do sistema sao determinados pelas equacdes

N
PO N AL ALL B Rkt B¢ IR 2.1
= 2 O P oo @

i#j=1

Dizemos que ocorre colisao entre um par de particulag se, em algum ins-
tante,r; = r;, isto &,|r; — r;| = 0. Nesse caso, ha for¢ca e aceleracgao infinitas
nas equacdes de movimento (2.1), de modo que é razaaeelqlie as equacgdes
perdem sua validade e que podemos esperar movimentoshestrayio entanto,
Poincaré e Painlevé levantaram a questao de, na aas#ncolisdes, poder ocor-
rer algo muito estranho: uma das particulas do sistemeaaseadia no infinito
em um tempo finito [9]. Em linguagem muito simples, isso digaique, dado o
sistema deV particulas, apds um intervalo de tempo finito, uma paldipode
desaparecer. Mas as equacdes de movimento (2.1) sa@itesa por inversao
temporal,t — —t. Portanto, se um movimento & possivel, o reverso também
€. No caso em consideracao, se uma particula pode gad@amo infinito em
tempo finito, isso significa que uma particula pode apamceistema vinda do
infinito em um tempo finito. Essas particulas que aparecemfahito sao cha-
madas informalmente “invasores do espaco” [10]. Essascpkas violariam o
principio do determinismo newtoniano, pois antes delasem@rem nao havia ne-
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nhuma afirmacao sobre suas posicdes e velocidades guéipgem determinar
seus movimentos [10].

Painlevé demonstrou que paka= 3, isto &, para o problema de trés corpos,
nao existem solugdes sem colisdes que permitam ineaslorespaco. Alem disso,
ele levantou a questao se haveria esse tipo de solucasigtgmas com mais de
trés corpos. Muito estudo foi dedicado a esse problematffae, em 1988,
Zhihong Xia [11] demonstrou em sua tese de doutorado que &eT&®S com
cinco ou mais particulas existem solugcdes com invastwespaco [12].

A existéncia das solu¢cdes com invasores do espaccbsseia lei de gravitacao
entre particulas no sentido idealizado da palavra, istéé apenas corpusculos
de dimensdes aproximadamente nulas, mas extritamemis istb &€, massas con-
centradas em pontos geométricos. Podemos supor que ¢adala determinismo
newtoniano nas solu¢des com invasores do espaco sa tiralizacao excessiva
contida na formulagao usual da lei de gravitagao usalerNao podemos apro-
fundar nesse problema por ultrapassar de longe os objete/awsso estudo e
remetemos o leitor interessado em mais detalhes asmefasecitadas.

2.3 Teoremade Cauchy e determinismo newtoniano

Vimos no capitulo 1 que o principio do determinismo newdno implica nas
equacdes de movimento para um sistema de particulas,

m;a; = Fi(ry,...,rN; v, ..., vy t) (i=1,...,N). (2.2)

As solucdes dessas equacdes dao os movimentos @iesdov sistema e, pelo
principio do determinismo newtoniano, existe uma e soeana solugao que
satisfaz uma condi¢ao inicial dada em um instante aniitt;. Se a condi¢ao ini-
cial € que no instantg o sistema tenha configurac@qo, . . ., ryo) € distribuicdo

de velocidades$vy, ..., vno), O principio exige que exista uma e somente uma
solugao, dada par, = ¢4(t),...,rn = ¢n(t), tal que

Iip = ¢1(t0>7 ..., T'nyo = ¢N(t0) e Vigp = ¢1<t0), ..., VN = ¢N(t0) . (23)
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E comum escrever essa condicao inicial na forma

rl‘t:to =T10, .., rN|t:t0 =Tryg € Vl‘t:to = V10, .-, VN‘t:to = VnNoQ - (24)

Mas & bem conhecido [5] (tomo |, pag. 230) que nem todorestde equacdes
diferenciais satisfaz essa propriedade e quais sao ag0esgara que satisfaca.
As condicdes sao dadas pekmrema de Cauchy[13] (pag. 104): as funcdes
Fiwr Fiy € Fi, i = 1,..., N) que definem as equacdes diferenciais (2.2) devem
ter derivadas continuas em relacao a todas a suaseiariéas vizinhacas do ponto
(r10,---,TN0; V10, - - - » VNO; T0)-

Se as fungded;,, F;, e F;. (i = 1,..., N) nao satisfazem as condi¢des do
teorema de Cauchy, as equacdes diferenciais (2.2) pod#ar @ principio do
determinismo newtoniano, nao exibindo nenhuma solugaexibindo mais de
uma para uma dada condicao inicial (2.4). Um exemplo ssplespetacular de
violagao & dado por Painlevé [5] (tomo I, pag. 230). $éeexemplo, supomos
que uma particula de massaseja repelida da origem por uma forga resultante
proporcional a raiz cubica da distancia da partieutxigem. Nesse cadd =
F(r) = kr'/3% (k > 0), e as equacgdes de movimento (2.2) tomam a forma

ma = F(r)=kr'*t (k>0). (2.5)

Notemos que a for¢a tem valores bem definidos em todos osgdntespaco,
inclusive na origem. Vamos postular como condi¢ao ihej@articula em repouso
na origem no instante,

ro = ¢(ty) =0 € vo=¢(ty) =0. (2.6)

Obviamente, uma solucao possivel do problema congisterea particula sempre
em repouso na origem. Denotando a funcao-movimento sjmorelente pod,
temos

Po(t) =0. (2.7)

E trivial verificar guego satisfaz a equagao de movimento (2.5) e a condicao
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inicial (2.6). Agora, mostraremos que essa nao € a Uwicedo, mas que existe
uma infinidade de outras solugdes, na forma de movimeeptdseos partindo
da origem em uma direcao fixa dada por um unitéri®ortanto vamos procurar
outros movimentos nos quais

r=ri (&= constantg, (2.8)

de modo que apenasmude com o tempo. Nesses movimentos retilineos pura-
mente radiaisy = (dr/dt)t = ot edv/dt = (dv/dt)t. Para encontrar esses
movimentos, multiplicamos ambos os membros de (2.5) ascatde porv e
obtemos

dv ko s

V=T r-v, (2.9)
donde
dv k| qdr
= sz
TV= o (2.10)
donde
d [v? d [k r¥/3
— |l =)==—]. 2.11
i(5)=a (i) 211
ou seja,
v? k3
- 2.12
> T mi3 + constante ( )

Impondo a essa igualdade as condi¢des iniciais (2.63nodx

v ko3

_ = 2.13
2 m4/3 (2.13)
Portanto,
dr\?> 3k
— ) = =8 2.14
<dt) om ( )
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Podemos tomar a raiz quadrada dos dois membros dessae@uags limitarmos
a raiz positiva, de modo que

1/2

Integrando essa equacao do instapi®@o instante, obtemos

L 3/2
7’:<%> (t—t0)*, (2.16)

que & uma expressao valida para ty, ja quer > 0. Levando esse resultado em
(2.8) obtemos o movimento retilineo na dire¢ao

r= <6_) (t—to)*# (# = constante et > t) . (2.17)
m

Podemos estender essa funcao para ¢y, supondo que a particula estava em
repouso antes de= t,. Denotando a fungao-movimento correspondentespor
temos

0 se t <ty,
r = o3(t) = r = constante. (2.18

6m

E facil verificar quep; satisfaz & equacao de movimento (2.5) e a condicaiini
(2.6) para qualquet constante. Portanto, para uma dada condi¢ao inicia),(2.6
existe mais de um movimento possivel da particula. Bastat um par de movi-
mentos para demonstrar essa violagao do principio dwrdetismo newtoniano,
por exemplope em (2.7), no qual a particula esta em repouso anteés=de, e
permanece em repouso a partir desse instantg,cdm um determinadd em
(2.18), no qual a particula esta em repouso antes-de, e comeca um movi-
mento retilineo se afastando da origem na direcad-faxpartir do instante = ¢,.
Como para cadaconstante ha um movimento possivel em (2.18) podemogs exib
infinitos movimentos possiveis para a particula a paaicahdicao inicial (2.6),

0 movimentog, e os infinitos diferentes movimentags obtidos escolhendo os
infinitos  possiveis.
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Vemos que a suposicao de que existe uma fBreaF (r) = k'3t (k > 0) e,
consequentemente, uma equacao de movimento (2.5) legakkados estranhos.
O primeiro & a violacao do determinismo newtoniano: f@smde um movimento
possivel a partir de uma dada condi¢ao inicial (2.6 Bgnifica que a particula
gue estava parada na origem nos instantes anterigrep@de continuar parada
depois desse instante ou comecar nesse instante um maowiregfineo de afas-
tamento da origem em uma direcao e sentido quaisquer. ©@adnsiante inicial
to € arbitrario, isso significa que a qualquer instante d@dé pode comecar seu
movimento retilineo de afastamento da origem. Em lingoagioresca, & como
se a particula pudesse escolher entre continuar em repausigem ou sair em
movimento retilineo da origem e, nesse caso, ainda pudsssther qual direcao
e sentido tomaria para o movimento retilineo e, tambénstainie em que sai da
origem. Além disso, & estranho que nos movimentosmetk (2.18) em que sai
da origem, a particula come¢a o movimento a partir do repeom forca nula,
ja que na origenk = 0. Esses movimentos contrariam também as condicdes de
equilibrio usuais.

Todas as caracteristicas estranhas do problema emgsestévem ao fato de
que a forca resultante na equacao de movimento (2.5%ai@sfaz as exigéncias
do teorema de Cauchy. De fato, as derivadas das componentes;d nao sao
definidas na posicao inicial, como exigido pelo teoremaCdechy, embora a
propria forca seja continua nessa posicao. Paracaariso, basta tomar o caso
particular em que = xx e calcular a derivada em relagae de F,. Nesse caso,
a derivada dé€, em relacao a nao € definida na origem,
oF, k 1 OF,

e — o0 quandoz — 0. (2.19)

F, = k2", donde ==
T ox 3 x2/3 ox

Se as caracteristicas estranhas do problema, que ndareggesncontrar nas
situacOes reais, sao consequéncias da violacamddgzoes de Cauchy, podemos
postular que forcas na mecanica newtoniana devem obrigatente satisfazer as
condi¢des de Cauchy. Nesse caso, uma expressao Eoma r'/%# (k > 0) &
simplesmente descartada como uma possivel forca deatneedanica newtoni-
ana. No entanto, esse simples descartar de expressoe®lue &s condicdes
de Cauchy nao & uma solucao satisfatoria, pois comalizdgao de situacdes
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concretas usalmente aceita na mecanica newtoniana &glasster forcas com
expressoes que violam as condi¢cdes de Cauchy, como osI@secao seguinte.

2.4 O domo de Norton

Em 2003 John D. Norton [14] apresentou o problema de umepk€m repouso
no apice de um domo sujeita somente ao seu peso como falea &a reacao
normal do domo como forca de vinculo (conferir, tambén]).1B8s equacdes de
movimento desse sistema violam a condi¢cao de Cauchy eritfem a diversos
movimentos possiveis para uma particula em repousoioce dp domo. Nesse
caso estamos diante do problema de uma situacao conaeetaaia o principio
do determinismo newtoniano. Como veremos, essa violacaae devida ao
particular formato rigido apresentado pelo domo, que padedenominadomo
de Norton.

Para definir o domo de Norton, comegamos por especificar uma em um
plano vertical. Usamos um sistema de eixos com o ébvertical apontando
para baixo e consideramos um plano vertical qualquer qusapgzseo eixaDZ.
Para simplificar podemos tomar esse plano como séhdicZ, como indica a
figura 2.1. A curva a ser considerada é definida em repregenf@aramétrica
como [16]

- (1— 3)3/1 i 2P (0<s<l),  (2.20)
3VL
onde o parametre & o comprimento de arco da curva, isto &, 0 espaco pedoorri
a partir da origem do sistema de eixak geu valor maximo. Para nossos objetivos
basta considerar um trecho da curva até algum pontoscont) e menor do que
L. O domo é a superficie de revolugao gerada pela rotdedsa curva em torno
do eixoOZ como indica a figura 2.2. Supomos o domo perfeitamentea;giara
manter a forma que o define, e perfeitamente liso, de modo goeaforca que
exerce sobre uma particula sobre ele & a for¢a de vimcoutoal.

Consideremos uma particula de massgue pode deslizar sem atrito sobre a
superficie do domo. Como as forcas sobre ela sao o pesoreaiiN exercida
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Figura 2.1: Aspecto da curva geratriz do domo de Norton.

pelo domo, obtemos pela segunda lei de Newton a equacaodmento
ma =mg + N . (2.21)

Escolhemos como condicao inicial a particula em repaustopo do domo no
instantel,. Portanto, a condicao inicial &

rpo=0 e vo=0. (222)

Uma solucao obvia para o problema é que a particulageega em repouso
no topo do domo. Denotando a fungao-movimento corregedorp,, temos

Po(t) =0 . (2.23)

E trivial verificar queg, satisfaz a equacgao de movimento (2.21), com a normal
assumindo o valor que anula o peso, isttNé= —mg, e satisfaz a condicao
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inicial (2.22). Portanto o problema fica totalmente restdvtom o movimento
determinado e a forca de vinculo obtida. Agora veremosegse nao & o Unico
movimento possivel.

Vamos mostrar que & possivel um movimento da particularagp de cada
curva geratriz do domo. Ja que se trata de movimento ao ldaegmona trajetbria
especificada, convém usar as grandezas cinematicasaassoa trajetoria. Po-
demos identificar cada geratriz pelo seu vetor tangentepm tpue denotaremos
porug, conforme indicado na figura 2.2.

Suponhamos que a particula deslize sobre 0 domo ao longmdeeratriz
identificada pom, e consideremos que esteja em uma posi¢ao arbitraria>em
tg, como indicado na figura 2.2. A segunda lei de Newton (2.2%)famece as
equacoes

-2
ms =mgsen e N —mgcosft = m2- , (2.24)
p

onded € o angulo entre a normal e a vertical, como indicado nadi@.2,s &

o0 comprimento de espaco percorrido ao longo da geratrizedesopo do domo,

s a velocidade escalar da particula e raio de curvatura da geratriz, tais como
definidos na secao 1.2.

Usando a representacao paramétrica (2.20) da trgettatemos

senf) = % = (%)1/2 , cosf = % = (1 — %)1/2 . (2.25)

Usando essa expressao do seno na primeira equagao deentwiem (2.24),
obtemos

= g2 (2.26)

Multiplicando os dois membros dessa equacaospgue supomos diferente de
zero, obtemoss = (g/v/L)s'/?5, donde

d (8\ d [ 2 9
il3)=a(m) 2:27)
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Figura 2.2: Particula descendo ao longo de uma geratripmmdie Norton.

Integrando ambos os membros do instapt@o instante arbitrarie, obtemos

2 82 29 4 2g
S 229 s 29 g (2.28)
S S . .
2 2 t=to 3\/E 3\/E t=to

Agora, impomos a condicao inicial (2.22) a essa expreds¥aturalmente;, = 0
e vy = 0 significam ques = 0 e s = 0 no instante = ¢,. Com isso, obtemos de
(2.28)

52 2g 3/2

=—=5
2 3VL

Tomando a raiz quadrada de ambos os termos, obtemos

. ds 49 5
=——=\|/—F= . 2.
S i 3\/78 (2.30)

Separando as variaveis nessa expressao e integrandstaatéinicial, ao ins-

(2.29)
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tante arbitraria, obtemos

’ 3/4 ! 4g
st ds = / ——dt . (2.31)
/0 to 3\/E

onde o limite inferior da primeira integral se deve a hgs@& de que = 0 no
instante inicialk,. Obtemoss'/* = 1/[g/(12v/L)](t — t,), isto &

5= (ﬁ) (t— to)* . (2.32)

Esse &€ um movimento de deslizamento ao longo de uma getatdemo. Para
obté-lo fizemos algumas escolhas, coino- 0, mas o que tem realmente im-
portancia & se ele satisfaz a equacao de movimento aldeona, a primeira
equacao em (2.24), e a condicao inicial (2.22). Noteopee a segunda equacao
em (2.24) determina a normal a partir do movimento conhedriira que tudo
figue explicito voltaremos a ela posteriormente. Agora, 2132) temos um movi-
mento ao longo da geratriz identificada pelo vetor unitagie podemos verificar
que, de fato, ele satisfaz a equagdao de movimento (2e28)condicao inicial
(2.22) parat > t, e antes do téermino do domo (lembremo-nos que o domo deve
terminar antes de = L). Representando esse movimento possivel da particula
por p,,, temos,

. . g ? RY!
s= ot = (5,02) -0 (2.33)

Portanto, dada a equacao de movimento (2.21) e a canthgdal (2.22) temos
dois movimentos possiveig, em (2.23), no qual a particula permanece em re-
pouso no topo do domo depois do instaftes »,,, em (2.33), no qual a particula
abandona o topo no instaritena direcao do unitaria, e desliza ao longo da ge-
ratriz do domo que se inicia no topo nessa dire¢cao. Aexcsé desses dois movi-
mentos viola o principio do determinismo newtoniano. Nalade, como o vetor
u, € arbitrario, temos infinitas direcdes no topo do domaeeo movimento de
deslizamento pode comecar, cada um correspondendo aradeshto ao longo
de cada uma das geratrizes do domo. Portanto, para uma mesdigao ini-
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cial, ha uma infinidade de movimentos possiveis, que &aghoa possibilidade
da particula ficar parada no topo do domo ou deslizar ao Idegama das suas
infinitas geratrizes. Além disso, como o instafté arbitrario, a possibilidade da
particula permanecer parada no topo ou comecar a degbdarocorrer a qual-
quer momento. Também na condigdo inicial a particutagarada no topo e sofre
forca total nula, pois peso e normal se cancelam. Aindamasda pode sair do
equilibrio e comecar a deslizar ao longo de qualquer gerat

Novamente temos resultados estranhos obtidos de umagegdagovimento
newtoniana. Além disso, agora nao podemos dizer, simaete, que tal forca
nao pode existir porque leva a violagcao das condi¢ie€auchy, pois tal forca
nao foi arbitrariamente postulada. De fato, foi obtidaripde uma situagao con-
creta, com as idealizagbes usuais da mecanica newsonia fato, na equagao
(2.26) a condicao de Cauchy é violada, pois a derivada @mlono direito em
relacdo as nao & continua em = 0, no ponto em que tomamos a condi¢ao ini-
cial. Mas a for¢ca que deu origem a essa equacao foi de Iidittacdo domo que,
em principio pode ser construido de um material rigidajealizado como per-
feitamente rigido, como & comum fazer nos problemas démiex newtoniana.
De fato estamos acostumados a resolver problemas de blesliatido em pla-
nos inclinados em que ambos sao idealizados como pergitanigidos, sem
obter resultados estranhos. Mas & exatamente esse o pbnéocsqual deseja-
mos chamar a atencao. ldealizagBes que sao Uteis gartam dificuldades em
muitos casos, em alguns pode ser a causa de resultados lzune proncipios fun-
damentais da mecanica. O domo & um exemplo onde é singi®®s isso. Com
efeito, se levarmos em conta que a rigidez perfeita do domnméa idealizacao
excessiva, que alguma deformacao sempre ocorre, pommique seja, pode-
MOoS supor que a particula sobre o seu topo cause nele untendedm devida as
forcas de contato trocadas entre eles. Admitindo essardaf@o o domo em seu
topo ndo mais tera a forma dada por (2.20) e que leva ag@oldo determinismo
newtoniano. Com a deformacao no topo pode ocorrer quet@arpermaneca
sempre no topo, sem deslizar jamais. A demonstracacmsgale que isso salva o
principio do determinismo newtoniano pode ser bastantgptioada [17] e foge
aos nossos objetivos. Provavelmente deveriamos levapeta gue o conceito de
particula também & uma idealizacao excessiva e dewibstituido pelo modelo
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de uma bolinha que também sofre deformacdes. De qualgoeo a licao pode
ser tirada: as idealizagOes usuais podem levar a problemajue as equacoes de
movimento nao obedecem as condi¢des de Cauchy.

Para completar a solugcao do problema, vamos obter aderganculo normal
para todos os movimentos possiveis da particula no doratur&lmente, para o
movimento (2.23), no qual a particula permanece em repoutgpo do domo, ha
segunda equacao em (2.24)> 0 e s = 0, de modo que ela se reduz\a= myg.
Portanto, a normal & vertical e de mesmo modulo que o pése, —mg. Para
o movimento (2.33), com a particula deslizando, a nornraléen cada posicao
direcao perpendicular ao domo, sentido apontando paaadim domo e modulo
que também calculamos a partir da segunda equacao e#).(D2 fato, essa
equacao nos fornec®¥ em funcao deosd, $ e do raio de curvatura. Temos
cosf e $ em funcao de em (2.25) e (2.30). Usando a definicaodeu, dadas

na secao 1.2, obtemos
2 2 2
d*x d*z
= (—dSQ) + (—ds2) (2.34)

Derivando as expressdes em (2.25), obtemos

2

d*r
ds?

1

2

dur
ds

d?*z 1 s\ —1/2 d*z 1 /s\"1/2
w-ax(1) o wmmaul) (2.35)
Substituindo esses resultados em (2.34) e simplifican@égachos a
L—s
=2L : 2.36
p 5T — 5 (2.36)

Usando essa expressao, (2.25) e (2.30) na segunda eqara¢a.24), obtemos

s 2 /s8\32 |2—(s/L)

N RHO M=

mg[ I 73\1 1— (s/L)

Essa expressao nos fornece a normal em qualquer pontgetarieaseguida pela
particula. Para se obter a normal em funcao do tempaoa Basistituir em (2.37)

(2.37)

a expressao deem funcao do tempo dada por (2.33). Notemos que pata)
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a expressao (2.37) se reduNa= mg, que & o valor esperado no topo do domo.
Com esse calculo da normal fica completa a solu¢cao dogmrabido domo de
Norton.

Notemos que o domo de Norton & definido pela represenfsgameétrica =
v(s) da geratriz dada em (2.20). Com a escolha dos &x&< no plano da ge-
ratriz, a representacao paramétrica pode ser escrita €0= 7, (s) €z = v.(s).
Examinando os calculos anteriores, podemos ver que g @imldo determinismo
newtoniano se deve as caracteristicas da relag&oy.(s) = 2s*2/(3v/L). No
entanto, outras curvas geratrizes podem apresentar asecesticas que definam
um domo que leve a violacao do determinismo newtoniarém &ldificil encon-
trar tais caracteristicas. De fato, vamos supor que argesaja dada pela seguinte
representacao paramétrica, c@’ Z no plano da geratriz & Z vertical apon-
tando para baixo,

T="7(s) € 2=7(s) (0<s<L) (2.38)

ondeL & um comprimento que define o dominio de variacao pebkdivespaco
percorridos. O domo generalizado € a superficie de revolugao eno tdoreixo
OZ, que tem a curva (2.38) como geratriz. Por simplicidade,osaconcentrar
nossa atencao em uma geratriz e examinar os possiveiseres ao longo dela.
Da segunda lei de Newton obtemos para a aceleracao taalgeric= mg send,
ondesenf = dz/ds = v.(s), isto &,

§=g7.(s) . (2.39)
Desejamos resolver essa equacao diferencial para acéondicial
8y, =0 € 3|, =0. (2.40)

Essa condicao corresponde a uma particula em repousigeanada curva{ =
0) no instante,. A funcaoy, que corresponde a particula continuar em repouso
em um intervalo apog, &€ dada por

s=po(t) =0(ts <t <t), (2.41)
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paraalgunt’ > 0 (¢o(t') < L). Obviamente, ela satisfaz a condigao inicial (2.40).
Também é trivial verificar que ela satisfaz a equacamdeimento (2.39) se, e
somente se,

~(0)=0. (2.42)

Agora, vamos procurar pelas condicdes de existénciatle movimento possivel.
Supondos # 0 parat > t,, multiplicando ambos os membros de (2.39) per
integrando a equacao resultantefgla ¢ arbitrario, obtemos

5% = 2g[7.(s) —7:(0)] . (2.43)

Sendos? > 0, essa equacao € valida se, e somente se,

V:(s) = 7:(0) . (2.44)

Supondo tal condi¢ao satisfeita, tomando a raiz quadpaddiva de ambos os
membros de (2.43), separando as variaveis, integrandoacaq resultante de
to at arbitrario e impondo a condicao inicial (2.40) nos liesitde integracao
obtemos

S dS/
= \/2g(t —tg) . (2.45)
| o= o = VA - W
O membro esquerdo dessa equacao € uma funcadrtetanto, a equacao define
t como funcao de. Supondo que, é tal que essa funcao tenha invegsam um
intervaloty <t < t” (t" e (p(t") < L)), obtemos

s=pt)=0 (to<t<t"), (2.46)

E facil verificar que essa funcao satisfaz a equacamdeimento (2.39) e a
condicao inicial (2.40). Portanto, € um movimento pesls’ Tomemos; como

um valor positivo menor do qué e t”. Comop em (2.46) é certamente dis-
tinto do movimentap, em (2.41), temos dois movimentos possiveis no intervalo
ty < t < t; para a particula, ambos com a mesma condicao inicialtaftor,
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héa violagao do determinismo newtonianie.claro que, na verdade, ha infinitos
movimentos possiveis;, e um movimentay ao longo de cada uma das infini-
tas geratrizes desse domo generalizado. Recolhendo ag@esgara obter a
violagcao do determinismo newtoniano, podemos enunaiesatado a seguir.

Seja um sistema de eixo c@M£ vertical para baixo e um domo obtido como
superfcie de revolugo em torno d& Z com geratrizc = y(s) (0 < s < L). Seja
uma paricula em repouso no topo do domo no instaigteA paricula tem mais
de um movimento pdsel a partir dessa cond#p inicial se forem satisfeitas as
condig@es (i)7.(s) > v.(0), (i) v.(0) = 0 e (iii) a integral em (2.45) define uma
funcio (2.46)

Vamos aplicar esse resultado ao caso particular em queadgeratriz que
definez & proporcional a uma poténcia arbitraria de espacopedo,

2= (s) = Lil s" (0<s<L) (2.47)

onden & um nimero real @ e L nUmeros reais positivos, o primeiro adimensional
e L com dimensao de comprimento (L pode ser importante haaatjuacdes
da representacéo paramétrica da geratriz). A condi¢&y.(s) > v.(0), é trivi-
almente satisfeita por (2.47) e a condigao (jf),0) = 0, & satisfeita se, e somente
se,n > 1. A condicao (iii), que a integral em (2.45) defina uma am¢2.46), é
satisfeita se, e somentese< 2. Nesse caso a funcao obtida &

2

s=ot) = (%«/20@L) T—t) (l<n<2).  (248)

No caso do domo de Norton (2.20), temos- 2/3 en = 3/2 em (2.47) e, como
consequéncia, (2.48) se reduz a (2.33), como esperado.asdecde solugdes
que generalizam o problema de Norton coincide com a obtitlaiarmente por
Malament [16].

Para discusdes mais aprofundadas do domo de Norton e denma@smo
em fisica, que ultrapassam nossos objetivos didatieasgtemos o leitor aos tra-
balhos ja citados [14—-17], as referéncias neles comggd@&m especial, ao artigo
de Kosiakov, onde € discutido o domo de Norton e a questaonddberminismo
no eletromagnetismo [18], ao artigo de Wilson [19], ond@iesentada uma ex-
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tensa discusao sobre determinismo e ao artigo de Fle@bfpjara uma discusao
recente do domo de NortonE (curioso saber que o domo de Norton € discutido
também no youtube [21], embora essa citacao nao sigeifigpa recomendacao.)

No proximo capitulo trataremos de violagdes do deteismo newtoniano
devidas a forcas de atrito cinético.
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Capitulo 3

Incompatibilidade entre as leis
empiricas do atrito e o determinismo
newtoniano

Neste capitulo apresentamos o tema principal de nossdogsauincompatibi-

lidade entre as leis empiricas do atrito e o determinisnv¢tor@ano, tal como

apresentada por Painlevé em diversas publicacdes. Haanilevé (1863-1933)
teve uma biografia incomum. Foi fisico e matematico com abmdagem critica
de teorias bem aceitas em seu tempo, como a mecanica nemdaaimesmo a
relatividade de Einstein, foi professor na universidadeille e ensinou também
na Sorbonne, n&cole Polytechnique, no College de France &nale Normale

Supérieure e, em 1900, foi eleito membro da Académie den&es. Além de

suas atividades cientificas, dedicou-se seriamenteiticaptendo sido por duas
vezes primeiro ministro da republica francesa, uma deta$®17, durante a pri-
meira guerra mundial. Suas exposicdes sobre 0s axiomagdanica classica
sao cuidadosas e criticas (conferir, por exemplo, sua bes axiomes de la
mécaniquepublicada em 1922 [22]).

A incompatibilidade entre as leis empiricas do atrito e @igeinismo new-
toniano foi assinalada pela primeira vez por Painlevé enturso ministrado na
Faculte de Science de Paream 1895 [1] e em uma nota apresentada no mesmo
ano naAcacemie de Sciences de Pafy. Essa incompatibilidade foi mostrada
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por Painlevé por meio de exemplos simples. Posteriornmarites exemplos fo-
ram apresentados por Mayer em 1901 [23]. O trabalho de Réimetivou novas
pesquisas experimentais sobre as leis do atrito [24] e sgitdativas de eliminar
a contradicao que seus exemplos mostravam entre as lagitdoe o determi-
nismo newtoniano [25—-27] [28]. Ainda recentemente o titabale Painlevé tem
atraido atencao (conferir, por exemplo [29, 30] e suaaregicias). As tentativas
de eliminar a contradicao dos exemplos de Painlevé ssdrmasem diminuir as
idealizacBes supostas por Painlevé, como por exemplar gpue 0S corpos pre-
sentes nao sao absolutamente rigidos, isto &, apaeseiguma elasticidade, ou
que os trilhos ou guias que implementam os vinculos pemmiten certo jogo
na particula vinculada e assim por diante. Essas terddidggem ao nosso in-
teresse por dois motivos. Em primeiro lugar porque nossetigbjé chamar a
atencao para os problemas decorrentes das ideal&zag@®80o mostrar que 0s
problemas podem ser eliminados se abrirmos mao da ide@igza Em segundo
porgue explicagdes em nivel muito avancado fogem deasosbjetivos didaticos.
E importante notar que as violacdes do determinismo neando apresentados
por Painlevé nao se devem a violacao das condicdé€zadehy, pelo menos na
forma usual dessas condi¢cdes, mas ao fato de que agseadaggulares normais
que dao origem ao atrito dependerem do coeficiente de atdésse ser relativa-
mente grande, cCOmo veremos a seguir.

Esse capitulo se constitui essencialmente de trés egerdplincompatibili-
dade entre as leis empiricas do atrito e o determinismoaomesvio devidos a Pain-
levé. O primeiro & uma versao simplificada (conferir agartde Klein em [28]
e [31, 32]) do problema de um haltere em duas guias apresengadpagina 93
e seguintes de suas licoes de 1895 [1]. O segundo & o de nolpé&om pivd
deslizante (conferir pagina 97 e seguintes das licod2aitdevé [1]), para o qual
seguimos a exposicao de Appel [3]. O terceiro & o da rodaeentro de massa
excéntico, para o qual seguimos a exposicao do propiidd¥é nas paginas 657
e seguintes de seu tratado de mecanica racional de 1929 [5].
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3.1 Asleis emjricas do atrito

Existe uma enormidade de leis empiricas de atrito de gramtelexidade. Nosso
interesse aqui € nas leis simplificadas do atrito de desénto entre superficies
secas atribuidas a Coulomb. Além disso, nos restringanasaso de superficies
de corpos perfeitamente rigidos. Entao, o que chaméisosmgricas do atrito
sao descritas como a seguir (conferir, por exemplo, pagHd e seguintes do
tratado de mecanica racional de Painlevé [5]).

|
|
I

. . L, . I
Figura 3.1: Dois corpos rigidos com um ponto de contato ergs$ normal e de
atrito.

Sejam dois corpos perfeitamente rigiddse R’ com superficies respectivas
S eS'. Os contatos entre os dois corpos se faz pelo contato dayantio ponto
P de S com a particula no pont®’ de S’, conforme ilustrado na figura 3.1.
Geometricamente, esses pontos se confundem e por eleopzdasa tangente e
a reta normal a ambas as superfickes S’. A forca de reaca® exercida pelo
corpo rigidoR’ sobre o pontd® de R tem duas componentes, uma fof§ana
direcao normal apontando @2 paraR e uma forcd no plano tangente, de modo
queR = N + f. Chamamo<N forca normal e f forca tangencial, oforca de
atrito . Quanddf # 0 dizemos que ha atrito entre as superfidesS’.

Dizemos que ha deslizamento 8esobreS’ se a velocidade de P relativa
a P’ esta no plano tangente e é diferente de zero. Chamametocidade de
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deslizamentode S sobreS’ (ou deR sobreR’). Se ha deslizamentoé chamada
forca de atrito cinético. Ela tem a dire¢ao da velocidade de deslizamenten-
tido oposto e modulo proporcional ao modulo da forca radysendo a constante
de proporcionalidade uma caracteristica apenas da matdes superficies em
contato chamadeoeficiente de atrito cirético. Denotando esse coeficiente por
i, temos

] = 4 |N]. (3.1)

Seja um eixo na direcao da velocidade instantanea dea@esntov e sejau

0 unitario ao longo desse eixo apontando no seu sentideenoimnal positivo.
Entao, podemos escrever= vu ef = fu, ondev e f denotam as componentes
da velocidade e da forca de atrito ao longo desse eixo (es@@e respectivos
modulos). Usando essa componentes, podemos escrever

f=—sgn(v) u|NJ, (3.2)

onde usamos a defini¢ao fim¢ao sinal sgn,

sen: R — R
:x — sgn(zx) (3.3)
sendo que
-1 se x<0,
sgn(x) = 0 se z=0, (3.4)
1 se z>0.

E dificil exagerar o quanto o uso dessa fun¢ao facilitaredises dos exemplos de
Painlevé. Uma simples comparac¢ao entre o tratamentmadses originais que ci-
tamos e o tratamento que apresentamos usando a funchaorsistra claramente
a utilidade dessa tltima. As propriedades da funcad s&amuito simples de se
entender e de se demonstrar. Listamos algumas a seguign(i) + y) = sgn(z)
selz| > |y|; (i) sgn(xy) = sgn(z)sgn(y). (i) sgn(l/z) = sgn(z) sex # 0;
(iv) sgn(x) = x sex = +1 ou sex = 0; (V) z = sgn(x) |z|; (Vi) sgn(x) = z/|x|
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sex # 0.

Se a velocidade de deslizamento é nslas 0, f € chamaddorca de atrito
estatico. Nesse caso a forgatem um valor maximo para o modulo proporcio-
nal a normal, sendo a constante de proporcionalidade uraatedstica apenas
da natureza das superficies em contato charmadéciente de atrito esitico.
Denotando esse coeficiente pgr temos

|£] < po [NJ . (3.9)

De resto o modulo, a direcao e o sentido da forca de agtatico sao os ne-
cessarios para assegurar o valor nulo da velocidade deateshto. Em geral, o
coeficiente de atrito estatico & levemente superior aeticim

Se ha mais de um ponto de contato entre dois solidos, apEa cada um
deles as leis descritas anteriormente.

3.2 Haltere deslizante em trilhos paralelos

3.2.1 Enunciado do problema

Seja um haltere de comprimenfocom massas iguaisia, isto &, uma barra de
comprimental. e massa desprezivel com duas bolinhas de mesma mgsssas
em suas extremidades. Consideramos que as bolinhas ebtaéausna mesa lisa
horizontal, de modo que seus pesos sao cancelados pefagisexercidas pela
mesa e 0s movimentos das bolinhas se processam no plano @daAt@s disso
as bolinhas deslizam dentro de dois trilhos paralelos prasoesa e separados
por uma distancia menor do giie 0 menor angulo que a barra faz com os trilhos
€0 (0 < 0 < w/2). O coeficiente de atrito entre uma das bolinhas e o trilho que
a guia éu e a outra bolinha nao tem atrito com o outro trilho. Paralifacia
discussao, a bolinha que tem atrito com o trilho sera cdarpameira bolinha e
a outra, segunda bolinha. Finalmente, supomos que a paineiinha sofre uma
forca constante dadd, na direcao do trilho. Podemos considdragxercida por
meio de um fio preso na bolinha e puxado ao longo do trilho.

Vamos escolher o eix® X ao longo do trilho em que esta a primeira bolinha,
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de modo que o angulo entre esse eixo e a barragsegao eixoO) também
no plano dos trilhos e apontando para o trilho em que estgunda bolinha,
como indicado na figura 3.2. Sejaa posi¢ao da primeira bolinha no eikdY’;

a posi¢ao da segunda bolinha &, naturalmente,L cos . Dado um movimento
da primeira bolinha no eix®@X’, o0 movimento da segunda e do sistema inteiro
fica univocamente determinado. Do mesmo modo, para espeaficondicao
inicial do sistema, basta dar a condicao inicial da pmenbolinha. Nao ha perda
de generalidade se tomarmos sua posic¢ao inicial com@seadgem; como sua
velocidade inicial ao longo do eix8X tomamos uma constante arbitrarsiaque
pode ser positiva, negativa ou nula. Desse modg,&se movimento da primeira
bolinha,

$(0)=0 e ¢(0)=uyp. (3.6)

Desejamos determinar o movimento subsequente do alterasdrolinhas, isto
€, encontrar o movimenipque obedece a condi¢ao inicial dada (3.6).

No problema originalmente proposto por Painlevé [1], thidcadas duas boli-
nhas com os dois trilhos, com coeficientes difereptes/’, e ambas sao puxadas
por for¢as horizontais de componentég I’ ao longo deDX'. A versao simpli-
ficada que apresentamos retém as caracteristicas essdaciersao original e se
deve a Klein (conferir o seu artigo em [28] e [31, 32]).

3.2.2 Aplicag@o das leis da me@&nica ao problema

As forcas que agem na primeira bolinha sao a forca aicadstantd’, a forca

da barra e a forga do trilho. A forga aplicaBaem componente apenas ao longo
de OX, que denotamos paf. A forca da barra, tem componente apenas na
direcao dela, que denotamos p@re convencionamos como positiva quando a
barra empurra a bolinha e negativa quando puxa. A forcaildlo tem a compo-
nentef de atrito ao longo d®X e componentéV normal ao longo d&)). As
forcas sobre a segunda bolinha sao a forga da barra esadorzilho. A forga da
barra nessa bolinha & a oposta a for¢a da barra na prib@irda, pois a barra
tem massa desprezivel; com isso, denotamos sua compauenémpurra a se-
gunda bolinha também pdt. A forca do trilho tem apenas componente normal
ao longo d&?), que representamos perV’, para nos conformamos com a figura
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3.2.

~y

Figura 3.2: Haltere de massas iguais nos trilhos paraledsd@rcas nas massas.
Sendar a coordenada da primeira bolinha, temos pela Segunda LeswitoN
mi=F —Rcosf+f e 0=N— Rsenf. (3.7)

Uma vez que a coordenada da segunda bolinha-é. cos 8, se aplicarmos nela
a Segunda Lei de Newton, obtemos

mi = Rcos e 0=N — Rsenf . (3.8)

Pela lei coulombiana do atrito cinético, a for¢ca de atrito primeira boli-
nha & dada pof = —sgn(z)u|N|. Usando a segunda equacao em (3f7}
—sgn(@)pu|Rsend|, dondef = —sgn(i@)u|R|senf = — sgn(i)usgn(R)Rsend.
Dessa formula concluimos que a forca de atrito & dada por

f = —euRsend , (3.9)
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onde
e = sgn(z)sgn(R) . (3.10)

A segunda equacao em (3.8) para a segunda bolinha apengqeedV’ =
Rsend, que nao tem efeito em nossa discussao, porque naoitvanatssa boli-
nha. Substituindo (3.9) na primeira equacao em (3.7)foglaa com a primeira
equacao em (3.8) o seguinte sistema

mi =F — Rcosf —epuRsen) e mi = Rcosf . (3.11)

Desejamos determinar com essas equag@es como funcao do tempo, isto &,
encontrar como o haltere se movimenta e como varia a forgandalo da barra.
Para isso, comecamos por eliminai: entre as duas equacdes. Isso € 0 mesmo
que impor que elas sejam compativeis. A condicao de ctibiiade obtida é

(epsend +2cosf)R = F' . (3.12)

Desse modo obtemos a seguinte expressaolpara

B F
~ epsend + 2cosf

(3.13)

Mas nessa equacao existe um sinaRd#entro de:, de acordo com a definicao de

e em (3.10), e o sinal d& no lado esquerdo da equacibnecessario que esses
sinais sejam compativeis para que o problema tenhaamI\®€ ha compatibili-
dade, a solucao (3.13) pafapode ser substituida na segunda equacao em (3.11)
para encontrarmos a aceleracao do movimento,

~ (F/m)cosf
~ epsend + 2cosf

(3.14)

Sendo essa aceleracao constante, nao havera difieudslacieterminar o mo-
vimento uniformemente acelerado resultante nos casos eno guoblema tem
solugcao. Examinaremos a seguir 0s casos importantessgpesdem do denomi-
nador em (3.13).
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3.2.3 Caso de atrito grande

Primeiramente, seja 0 caso em que no denominador em (3.&8no tle maior
modulo seja o primeiro, isto & senf| > |2 cos 6

, que equivale a
psenf) > 2cosf | (3.15)

ou seja,
[ > 2cotgt . (3.16)

Esse & o0 caso que chamamos de atrito grande (capaz de supe#). Nesse
caso, o denominador tem o sinal do primeiro termo, que éa dax, poisu e
senf s@o0 positivossgn (e send + 2 cos ) = sgn(e) = ¢, ou seja,

sgn(epsend + 2cosf) = ¢ . (3.17)
Consequentemente, obtemos da equacao (3.13) que
sgn(R) = sgn(F)/sgn(epusend + 2 cosf) = sgn(F)e . (3.18)

Substituindo (3.10) nesse resultado, obtemos a condgaonsisténcia da equacao
(3.13):
sgn(R) = sgn(F)sgn(&)sgn(R) . (3.19)

Duas possibilidades se apresentamsgu(i) = — sgn(F') ou sgn(i) = sgn(F).
Primeiro subcaso: inexiséncia de movimento.

Sesgn(t) = —sgn(F') aequacao (3.19) & impossivel de ser satisfeita, pois se
reduz asgn(R) = —sgn(R) e nao existe nenhuma reacRaapaz de satisfaze-
la. Portanto, com qualquer condi¢ao inicial em que a veéme inicialy, tem
sentido tal quesgn(vg) = — sgn(F'), ndo existe nenhurk e, consequentemente,
nenhuma aceleracao (3.14) & possivel. Simplesmeateha solucdo para as
equacdes de movimento (3.11). Em resumo, para uma taigamnicicial nenhum
movimento & possivel.
Segundo subcaso: exigéhcia de dois movimentos.

Se sgn(t) = sgn(F), entdo a equacao (3.19) se transforma na identidade
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sgn(R) = sgn(R). Nesse caso, para qualquer condicao inicial dada ha duas
solucdes possiveis: uma cosgn(R) = 1 e a outra comsgn(R) = —1. Para
chegarmos a essas duas solucgdes, fica mais simples seofixanmsinal pard’,
por exemplo,sgn(F') = 1, de modo que a condi¢éo para a existéncia dos dois
movimentos torna-se

sgn(z) =1. (3.20)

Com isso, (3.10) torna-se= sgn(R) e (3.13) se transforma em

F
= : 3.21
R sgn(R)psend + 2 cos ( )
e (3.14) toma a forma
F
5 (F/m) cos 0 (3.22)

sgn(R)usend + 2 cosf

Seja a primeira solu¢ao dada pela escoifhia R) = 1. Nesse caso, de acordo
com (3.21) e (3.14), temos para a for¢ca da barra a solugao

F

Lo psend +2cosf (3.23)
e para o sistema a aceleracao
L 1 igg}? (;Ocsoes 0’ (3.24)
isto &,
i = % . (3.25)

Notemos que os denominadores positivos em (3.24) e (3.28)ega quer e &
tenham o mesmo sentido d& que estamos supondo positivo. Portanto, supondo
que na condicao inicial (3.6}, satisfaz a condicao (3.20), temos o seguinte mo-
vimento subsequente para o sistema em algum intervalo getapds t=0,

1 F/m 2

$1:UQt+—

—_— 3.26
2 putgh + 2 ( )
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Nesse movimento, a velocidade & dada por

F/m

= —t. 3.27

Ty = v+ e 12 ( )
Sendo sempre positiva, ela satisfaz a condi¢cao (3.28aacdes em consideracao,
de modo que o movimento pode prosseguir indefinidamente alel@acom as
equacdes de movimento, ou seja, podemos escrever paramendo o,
b EIm s g (3.28)
1 = ————— . .
R W ) =

Agora, passemos a segunda solucao das equacdes dmentwj dada pela

escolhasgn(R) = —1. Nesse caso, de acordo com (3.21) e (3.14), temos para a
forca da barra a solucao

F

Ry = — : 3.29
? (i senf — 2 cos 6 ( )
e para o sistema a aceleracao
F
Gy I (3.30)
ptgh — 2

Agora, os denominadores em (3.29) e (3.30) sao negativodrtide da condicao
de atrito grande (3.16). Com isso, tenfog i com sentidos opostos ao dgisto

€, com sentidos negativos, ja que estamos supondo mositentido de-'. Por-
tanto, supondo que na condicao inicial (3:§¥atisfaca a condicao (3.20), temos
0 seguinte movimento subsequente para o sistema em algeirvailot de tempo
apos t=0,

1 F
To = Uot — —¢ 2 (331)
2 ptgl — 2
Nesse movimento, a velocidade & dada por
F/m
Lo = vg — ———1 . 3.32
T2 = Vo Ltgl — 2 ( )
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Essa velocidade somente € positiva antes do instantmcrit

t. = (jtgh — 2)% . (3.33)

ApoOs esse instante, a velocidade (3.32) viola a condig2®) de dois movimen-
tos possiveis. Ela passa a satisfazer a condigaé = — sgn(F') do primeiro
subcaso, de inexisténcia do movimento. Portanto, o segonadimento (3.31) é
possivel apenas no intervalo de tempo ehtre0 et = ¢,

1 F/m 2

ZL‘QZUQt——

— <t<t.. 3.34

Portanto, dada a condicao inicial no instante 0 ha dois movimentos subse-
quentes possiveis no intervalo de tenfpa.,.).
Conclusao.

No caso de atrito grande, dado pela condicao (3,16}, 2 cotgf, dada uma
condi¢ao inicial, ou nenhum movimento €& possivel aipdeia, se a velocidade
inicial tiver sinal oposto ao da for¢a aplicaBaou dois movimentos sao possiveis
durante um certo intervalo, se tiver o mesmo sinal; dessssntlmvimentos um
pode prosseguir indefinidamente, e 0 outro torna-se invpelss partir de um
certo instante critico.

3.2.4 Caso de atrito pequeno
Agora, seja o caso em que no denominador em (3.13) o termo ide madulo
seja 0 segundag? cos f| > |epsend|, ou seja,

i< 2cotgt . (3.35)

Esse € 0 caso que chamamos de atrito pequeno (comparadocoogtl). Nesse
caso, o denominador em (3.13) tem o sinal do segundo t2mxy, que € posi-
tivo,

sgn(2cos @ + epsend) = sgn(2cosf) =1 . (3.36)
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Consequentemente, obtemos da equacao (3.13paué&) = sgn(F')/sgn(2 cos 6+
epsend) = sgn(F), isto &,

sgn(R) = sgn(F) . (3.37)

Essa condigcao & sempre realizavel e determina univeceno sinal dé?. Substi-
tuindo esse resultado em (3.10), obtemes sgn (i) sgn(F'), de modo que (3.13)

toma a forma
F

= 2 cosf + sgn(z) sgn(F)pusend

(3.38)

Desse modo/ tem um Unico valor determinado pela forca aplicdda pelo
sinal da velocidade inicial e, consequentemente, a acéer@d.14) também tem
um Gnico valor dado por

o F/m
2+ sgn(@)sgn(F)utgd

(3.39)

Para ilustrar esse resultado, podemos fixar o sinat’ @®mo sendo positivo e
considerar os dois casos de velocidade inicial positivagathe, v, = =+|vg

temos duas aceleracteés = (F'/m)/(2 + ptgh) e, com a condicao inicial (3.6),
dois movimentos L F)
m
= F|vg|t + =—L——17 . 3.40
Ty |vo +22j:,utg0 (3.40)
Como eles correspondem a condicdes iniciais difereet@snada contrariam o

principio do determinismo newtoniano.

3.2.5 Caso de atrito crttico

Finalmente, examinemos na condi¢cao de compatibiliddde?) a possibilidade
epsenf+2 cos § = 0, que € equivalente-asy = 2 cotgfl e leva a um valor infinito

de R. Como as grandezas envolvidas na igualdade anterior sitivps, exceto

e, essa igualdade & possivel somente se —1. Isso significa, de acordo com
(3.10), que o sentido d& deve ser oposto ao da velocidagds(R) = — sgn(1),

ou seja,R = —sgn(i)oo. Levando esse resultado na segunda equagao em (3.11),
obtemos a aceleracdo= — sgn(i)oco, OU Seja, uma aceleracao infinita e oposta
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a velocidade, o que caracteriza a impossibilidade do menimpara qualquer
condicao inicial. Tal caso mostra que as idealiza¢c@aslas para formular o pro-
blema pode levar a situacdes de extrema artificialidade.

3.3 Fendulo com pivd deslizante

Consideremos um sistema constituido por duas particdamne&sma masse
ligadas por uma barra rigida de comprimente massa desprezivel. Uma das
particulas desliza com atrito dentro de um trilho horiabeto sistema todo tem
seus movimentos restritos a um plano vertical. Escolhemes«s coordenados
de modo qued X' esteja nesse plano cofiX ao longo do trilho ) apon-
tando para baixo, como mostra a figura 3.3. O sistema se wonsiis em um
péndulo com pivd deslizante na horizontal e massa igdal garticula suspensa.
Desejamos encontrar 0s seus movimentos possiveis. A oaaf#p do sistema &
dada pela posicag, 0) da particula no trilho e pela posicéo,, y; ) da particula
suspensa. Também usaremos como variavel cinematigubo® que a barra faz
com o eixoQ), como ilustrado na figura 3.3

As forcas externas sobre o sistema sao os pesos dasufzartéecas forcas
exercidas pelo trilho, a normal vincul&¥ e a de atrito cinéticé (as forcas exer-
cidas pela barra ideal sao forcas internas desse sistBlaéigura estao indicadas
as forcas externas apontando nos sentidos positivos xios @ordenados, com
excecao da forgca normal, desenhada com componentavaegationgo do eixo
O). Notemos que, no que Segué,e f representam as componentes das for¢as
normal e de atrito, respectivamente, e ndo os seus modulos

O centro de massa do sistema esta, obviamente, no meiorda Aplicando
ao sistema o teorema do movimento do centro de massa (1bi2nhas

N

Do teorema do torque e momento angular (1.83), obtefppé = T2, onde
I.., = ma®/2 & o momento de inércia do sistema relativo a um eixo parélet
que passa pelo centro de massg’eé a componente ao longo d&Z do torque

externo total relativo ao centro de massa. Dessa equabBamos(ma?/2)0 =
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Figura 3.3: Péndulo com pivd deslizante na horizontal coassa igual a massa
suspensa.

(a/2)senff — (a/2) cosON, isto &,

af = J senf) — N cosf . (3.42)

m m

O vinculo da barra rigida de comprimentgue liga as particulas &€ dado por
1 =x+acosf e y; =asend . (3.43)

Impondo esses vinculos as equagdes do movimento dmaatmassa (3.41),
obtemos as equacdes de movimento

f

27 — asenff — acosh O = L

B} .. N
e acosff —asenfb®> = — +2g. (3.44)
m m

Substituindo as expressdes pgra N dadas por essas equacdes na equacao de
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movimento (3.42), ela assume a forma
isend —ad + gcosh =0 . (3.45)

Agora, pelas leis empiricas do atrifo= — sgn(&)u|N|, dondef = — sgn(z)usgn(N)N,
isto &
f=—euN, (3.46)
onde usamos a definicao
e = sgn(z)sgn(N) , (3.47)

Usando (3.46) para elimingrda primeira equacao em (3.44) obtemos
) . ) N
2% —asenf —acosf 0 = —cpu— . (3.48)
m

Essa equacao junto com a segunda em (3.44) e a equagapf(Bma um sistema
de trés equacdes para as trés incogritdse N. Apos alguma algebra obtemos
as solucdes

= % { 02(cos 0 + cpsend) + glcos§ send + epu(1 + sen29)]} )

R .
ah = 5 [(a@Q senf + 2g)(cos € + ep sen@)] ,

1 .
N = —Bm(a92 senf + 2¢) , (3.49)
onde usamos a definicao
D =1+ cos? 0+ ep senf cos 6 . (3.50)

As duas primeiras equacoes em (3.49) sao equacgdesvdmeanto e obedecem a
condi¢ao de Cauchy. A terceira equacao permite, encipim determinar a forca
vincular N uma vez conhecido o movimento (de fato basta conheear funcao
do tempo). Essa Ultima equacao tem a forma explicita

- m(ab?send + 2g)
14 cos?0 +ep senfcosf

(3.51)
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Essa equacao apresenta as duas caracteristicas dgloqpael levam as violacdes
do determinismo newtoniano apontadas por Painlevé. Agiraré que nela a
normal depende do coeficiente de atrito. A segunda & quenaahaparece com
seu sinal no membro esquerdo da equacgao e o sinal da n@miaém aparece
no membro direito, de modo a levantar a questao da coneiatda equacao, que
investigaremos a seguir.

Para fixar as idéias vamos especificar a condi¢ao inioialbcsendo

)y =T0, Ely =v0, Ol =060, 0 =@ (0<by<m/2).
(3.52)
ondexg, vy, 0y € wy SA0 NUmeros arbitrarios, exceto pela limitacao deque
0y < m/2. Vamos considerar de agora em diante angulos em uma Vizrte,,
de modo que seus Senos e cossenos sejam positivos.
Agora fazemos a hipotese crucial, de due-= 1+ cos? §+cu senf) cos § tenha
o0 sinal des na vizinhaca dé,

sgn(1 4 cos® @ + e senf cos ) = sgn(e) . (3.53)

Essa condicao é satisfeita se, e somente se,

1+ cos?0
send cos 0

> (3.54)
nessa vizinhanca. Naturalmente, essa & uma hipoteseede gtrito € relativa-
mente grande. \erifiguemos a consisténcia do sinaVdam (3.51). Tomando
o sinal de ambos os membros de (3.51) e usando a condicaatcbongrande
(3.53), obtemos

m(ab? send + 2g)
1+ cos? 0 + ep senf cos 0

sgn(N) = —sgn < ) = —sgn(e), (3.55)

ou seja
sgn(N) = —¢. (3.56)

Substituindo nessa igualdade a expressao (3.47)ldeerminada pelas leis empiricas
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do atrito cinético, obtemos
sgn(N) = —sgn(z) sgn(N) . (3.57)

Consequentemente, se> 0, a equacao (3.51) & inconsistente e;rse 0, a
equacao (3.51) tem duas solucdes, uma para 0 e outra parav < 0. Portanto,
se na condicao inicial (3.52), > 0, nenhum movimento & possivel. Por outro
lado, sevy, < 0, os dois sinais dé&V sao possiveis. Da equacao (3.47) obtemos
e = —sgn(NV), e consequentemente as duas solugdes para (3.51):

m(ab? send + 2g)

N, = — 3.58
* 1+ cos?0 F p senf cosf ’ (3.58)

comN positiva e negativa, respectivamente. Com isso, as duasipas equagoes
nos fornecem dois movimentos possiveis a partir da mesndigém inicial, da-
das por

ab?(cos O T psend) + glcos 6 senf F (1 + send)]
1 4 cos? 0 F p send cos 6

Ty =

9

(ab? send + 2g)(cos @ — mppsend)
1 + cos? 0 F p send cos 6

aly = : (3.59)
respectivamente. Notemos que, embora nao saibamos eesslvas equacoes
para encontrar os movimentos, sabemos que eles existesrapeguacoes dife-
renciais (3.59) satisfazem as condi¢cOes de Cauchy nesdeos: = +1. De
fato, em (3.59) os denominadores sao sempre positivosjal@vcondicao de
atrito grande, e as derivadas em relac@#icea sao continuas. Cada case- +1
da um Gnico movimento possivel e os dois casos juntosdd#&@d movimentos
possiveis a partir da mesma condicao inicial (3.52). BEmas as leis empiricas
do atrito, com a condi¢ao de atrito grande, violam o pgitcdo determinismo
newtoniano. Para a condi¢ao inicial (3.52), cogn> 0 nenhum movimento &
possivel e comy, < 0 dois movimentos diferentes sao possiveis.
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3.4 Roda com centro de massa e&atrico

Nesta sec¢ao abordamos nosso Ultimo exemplo de vinldg@eterminismo new-
toniano devido as leis empiricas do atrito apresentad®aimlevé. Esse exemplo
€ o de menos interesse didatico devido a sua complexidddesntanto, nele o
sistema nao estéa vinculado em trilhos e portanto naosegeito a reacoes ilimita-
damente grandes que o trilho pode fazer para garantir abaif@l]. No presente
caso o vinculo consiste em uma roda nao penetrar na stipegfn que desliza
e, alem disso, a roda pode saltar e perder contato com disigeA finalidade
dessa secao & apresentar as caracteristicas ditecpraesse exemplo apresenta
em relagao aos anteriores.

Seja uma roda de mass$4, raioa e centro de massa em um potalistante
deb do seu centr@’, conforme indica a figura 3.4. A roda desliza com atrito sobre
um piso plano horizontal, sendo o coeficiente de atrito exlee, com a pos-

IA

<y

Figura 3.4: Roda com centro de massa excéntrico.

sibilidade de perder contato com esse piso. Essa posaiglidecorre do centro
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de massa ser excéntrico (conferir pagina 648 e seguintastado de mecanica
racional de Painlevé [5]). Em seu movimento, a roda se maet® um plano
vertical fixo, de modo que sua velocidade angular & perpalatia esse plano.
Escolhemos um sistema de ebp@s’' )Y Z com o eixoOX na intersecao do plano
vertical do movimento com o piso horizontal e o ey vertical apontando para
cima. Portanto, a roda se move no pl@&’) e desliza sobre 0 eix0 X quando
esta em contato com o piso. O ponto da superficie da rodarmjue em contato
com o piso & denotado pét e esta, obviamente, na mesma vertical que o centro
C'. Denotamos a posicao dérelativa ao sistema de eixos paf, y) e a do centro

de massa ey, por (X,Y'). Para indicar a posicao do centro de massa na roda
usamos o angulo quéd faz com o eixoOX, que denotamos p@: Com isso,
temos as relagdes

X =x+bcos e Y =y—+bsend . (3.60)

A condicao inicial & escolhida de modo que no instantdaht, a roda esteja
em contato com o piso e seja lancada horizontalmente,

Yo = y|t:to = ¢y(t0) =a € vy = y|t:to = ¢y(t0) =0. (3.61)

Essa & a primeira de diversas suposicdes que farem@sel®@o necessario mos-
trar que sao compativeis. Isso faremos mais no final daskées em que mos-
traremos que todas as suposi¢cdes podem ser simultantamalizadas.

A velocidade de deslizamento da roda é a velocidaddo pontoP durante o
tempo de contato. Nesse casp,= vo +w X rpg, ondevy = X € a velocidade
do centroC, w = 0z a velocidade angular da rodag- = —ay a posicao de’
relativaaC'. Portantoyp = (:‘c+aé)$c. Usando nessa expressao a primeira relacao
em (3.60), obtemos para a velocidade de deslizamentor (X + b0 send +
aé)fc. Vamos considerar movimentos da roda em que essa velocgadéa no
sentido negativo do eix® X', para com isso fixar o sentido da for¢a de atrito como
positivo. Esta escolha & perfeitamente possivel, comadente na expressao de
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vp. Basta considerdt < 0 com|d| grande o bastante. Portanto, consideramos
. . b
X +ab <1 + - sen@) <0 (3.62)
a

e com isso garantimos que a componeftda forca de atrito ao longo dex
seja positiva quando ha contatp,> 0. Naturalmente, se denotarmos pgr
a componente da forgca normal ao longo@®, nesse caso em que temos uma
superficie e nao um trilhoN > 0, sendoN > 0 quando ha contato. Essas
propriedades estao ilustradas na figura 3.4. Em termosesngodemos dizer no
problema present® e f representam de fato os modulos respectivos da normal
e da forca de atrito. Agora passamos a investigar os das tie movimento
possiveis, 0 da roda em contato com o piso e o0 da roda sakairda do piso.
Primeiramente, consideremos o0 movimento da roda em cocdatoo piso.
A condicao dinamica de contato/é > 0, da qual obtemog = uN > 0. A
condicao cinematica de contato &€ gue- a durante o0 movimento. Levando em
conta que as forcas externas sobre a roda sao o selfiesas forcas normal e
de atrito, e usando o teorema do movimento do centro de mh3g3,(obtemos

MX=uN e MY =N— Mg . (3.63)

Do teorema do torque e momento angular (1.83), obteipgs= 7, ondel,

cm?

é 0 momento de inércia da roda relativo a um eixo paralebque passa pelo
seu centro de massa@, & a componente ao longo dEZ do torque externo total
relativo ao centro de massa. Escrevendo o momento deargmrctermos do raio
de giracadk daroda,.,, = Mk?, esse teorema assume a forma

Mk*0 = uNY — Nbcosf . (3.64)

Substituindo a condi¢ao cinematica de contgtes a, na segunda equacao
em (3.60) e derivando o resultado encontrado, obtemos

Y =a+bsend, Y =—bcosd e Y =bbcosb — bb?send . (3.65)
Usando essa (ltima equacao para elimiiada segunda equaco em (3.63) e
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juntando o resultado encontrado com (3.64), obtemos avs#stle duas equacoes
M{[bl cos @ — b0 senf] = N — Mg e ME*6 = uNY — Nbcosf . (3.66)

Eliminandod dessas equacdes, chegamos & expressao para 0 modolonds

MFk?(g — b0? send)

N = .
k? + b? cos? 0 — pubcosf(a + bsend)

(3.67)

A questao é saber se essa expressao define uma solug@&oaimal. I1sso ocorre
se, e somente s¥ > 0, ja queN representa 0 modulo da normal. Se esse for
0 caso, essa expressao para a normal pode ser substitu{868) e (3.64) para
obtermos as equacdes de movimento

B uk?(g — b6? send)
k24 b2cos? 6 — pubcosB(a + bsend) ’
k2062 /g) senf + [b% cos® 0 — b cos 0(a + bsenf)]
a k2 4+ b2 cos? 0 — pbcos B(a + bsenf) 9
B (1Y — beos0)(g — bh? send)
k24 b2cos26 — pbcosB(a + bsenf)

Y =

i

(3.68)

Embora essas equagbes sejam muito complicadas para seselvidas exata-
mente, elas satisfazem as condi¢cOes de Cauchy, de modiicqugarantida a
existéncia de uma e somente uma solucao que satisfadacoes iniciais dadas
(e que respeitem as restricoes (3.61) e (3.62)). Essg&vldeterminaX e Y
em fungcdo do tempo, isto €, o movimento do centro de massadh, e em
funcao do tempo, isto €, 0 movimento de rotacao da r8dastituindaX, Y ed
como fun¢des do tempo em (3.67), obtemos a normal com@éudae tempo e o
problema fica completamente resolvido.

Resta saber se (3.67) define uma solug¢ao para a normabyeaes solugdes
de (3.68) tenham o significado de um movimento possivel da.ré questao é
novamente delicada por causa da normal (3.67) dependerediciente de atrito
u. Para simplificar nossa analise, consideremos trechosoglanmantos em que
o centro de mass@ esta avancado em relacao ao cerdirda roda,X — x =
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bcos® > 0, isto &,
bcosf > 0. (3.69)

Agora faremos a suposi¢ao crucial de que o denominadoBd&)(é negativo,
sgn(k? + b* cos® @ — pbcosf(a + bsenf)) = —1 . (3.70)

Essa condicao é satisfeita se, e somente se,

- k% + b? cos* 0
H= heos 0(a + bsend) ’

(3.71)

gue &€ uma condiao de atrito grande. Notemos que nessaidiesige ambos os
membros sao positivos, pdisos § > 0 pela hipotese feita em (3.69) de centro de
massa avangadoaet bsenf > 0 por ser a altura Y do centro de massa acima do
piso. Tomando o sinal de ambos os membros de (3.67), obtemos

sgn(N) = —sgn(g — b6 send) (3.72)

onde foi usada a hip6tese (3.70) decorrente do atrito graRésta examinar as
duas possibilidades
sgn(g — bf%send) = +1 . (3.73)

Se sgn(g — bh?send) = 1, (3.72) se reduz agn(N) = —1, 0 que é absurdo.
Portanto, nao existe normal que possa garantir a exiatélecmovimento para
qualguer condicao inicial que satisfaca as restdciinpostas no problema. Se
sgn(g — b0?send) = —1, (3.72) se reduz agn(N) = 1, 0 que mostra que (3.67)
define uma normal que garante a existéncia de moviment@patquer condi¢ao
inicial que satisfaca as condi¢des impostas ao pradlem

Para fundamentar essas analises, verifiquemos agora qardigdes impos-
tas ao problema sdo compativeis. Sao elas as cond8d@ de movimento
inicial com contato e velocidade de langamento horizoi(8a62) de velocidade
de deslizamento negativa, (3.69) de centro de massa a@egarelacao ao cen-
tro, (3.71) de atrito grande e (3.73) do sinal do numeradoexmessao (3.67)
da normal. As condi¢bes (3.61) sao sobre o movimentacaertlo centro de
massa e sao totalmente independentes das outras cendjgé dizem respeito
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ao movimento horizontal e de rotagao. A condi¢ao (3di2yelocidade de des-
lizamento negativa pode ser satisfeita com abmegativo e de modulo grande
o bastante|d| > (X /a)/[1 + (b/a)send)], para qualquef. A condicao de cen-
tro de massa avancado é satisfeita-s¢2 < ¢ < 7/2. Com essa restricao no
angulo, a condicao (3.71) de atrito grande pode semprengdementada. Mas
para nao ser necessario supodesmesuradamente grande, podemos escélher
longe de+n, por exemplo, com a restricdor /4 < 0 < 7/4. Finalmente, na
condi¢ao (3.73) do sinal do numerador, precisamos acegaposicao ja feita de
\é\ grande. Ainda assim, & possivel obter em (3.73) o sindlipmse tomarmog
proximo de zero, e o sinal negativo se tormarfi@gastado de zero no intervalo
ja pressuposte-r/4 < 6 < 7/4 (NAo esquecamos gl permanece livre para
ser aumentado). Podemos pois satisfazer simultaneaasotadicdes impostas,
inclusive a dupla escolha de sinais em (3.73).

Estabelecida a compatibilidade das condi¢cdes impostasdlema, podemos
chegar a conclusao final: dada uma condicao inicial ebeddo as condicdes

impostas,
(1) ndo existe movimento com contato segn(g — bH? senf) =+1 (3.74)
t=to
(i1) existe movimento com contato se  sgn(g — bf? send) = —1(3.75)
t=to

Agora passemos ao estudo da possibilidade de movimenidaaem contato
com o piso, a partir de condi¢ao inicial com a mesma rggir{8.61). A condi¢cao
dinamica de perda de contato da roda com pi8d£ 0 e f = 0. Nesse caso, as
equacdes de movimento podem ser obtidas impadvide 0 e f = 0 a (3.63) e
(3.64). Obtemos

MX =0, MY=-Mg e Mk§=0. (3.76)

A condicao cinemética da perda de contat¢(é) = y — a > 0 para algum
intervalo de tempo depois do inicigl. Sendo ela satisfeita, ha perda de contato
e 0 movimento é determinado pelas equacdes (3.76). ®ecpetrarioy(t) =

y — a < 0 0 movimento sem contato (ou qualquer outro) & imposspaes essa

€ a condicao da roda penetrar dentro do piso. Consideraath um intervalo
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de tempd(ty, t;) suficientemente pequeno, temps- a = (t) = ¥ (ty) + (t —

to)d(to) + (1/2)(t — to)2(to) + - - -. Mas(to) = yo—a = 0 €4(to) = v,0 = 0
em virtude da condig&o inicial (3.61); logg:-a = (t) = (1/2!)(t—to)*1(te) +

Portantod}(to) > ( garantey — a > 0 e a possibilidade de movimento
sem contato, ao passo qdéto) < 0levaay — a < 0 e aimpossibilidade de
movimento sem contato. Vamos usar a segunda formula e®) (3a6a expressar
essas condigdes em termos das variaves 6, temosy(t) = y —a = Y —
bsenfl — a, donde

U(t) =Y + bh? senf — bé cos 6 (3.77)

Usando nessa expressao a segunda e terceira equac@3@mnobtemos
U(t) = —(g — bb*send) . (3.78)

Portanto, as condi¢cdes de existéncia ou hao de movinsemh contato, respecti-

vamentesgn(1)(ty)) = £1, sdo equivalentes a, respectivamentgy (g — b2 send) =
=t
F1. Em suma: ’

(1) n&o existe movimento sem contato segn(g — bH” send) =+1 (3.79)

t=to

(i7) existe movimento sem contato se  sgn(g — b6? senf)

= —1(3.80)
t=to

Juntando (3.74) com (3.79), concluimos que para uma caadigcial que
satisfagasgn(g — b6? sen@)’ = +1 nao existe nenhum movimento possivel
para a roda, com ou sem ?é(ﬁtato com o solo. Juntando (3.75§3:80), con-
cluimos que para uma condi¢ao inicial que satisfage g — b? sen@)‘ =—1
existem dois movimentos distintos possiveis, um no qualda se r%:at(htem em
contato com o piso e o outro no qual ela perde o contato. A asaolfinal & que
as leis empiricas do atrito aplicadas com atrito grana&la com centro de massa

excéntrico levam a violagdes do principio do deteismro newtoniano.
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Apéndice

Este & um material instrucional proposto como produto sisediacao de mes-
trado de Jorge Luiz Dias Gomes, apresentada em 04/02/2(Arbgama de Pos-
graduacao em Ensino de Fisica do Instituto de Fisicardeetsidade Federal do
Rio de Janeiro.

|dealizagdes e violages do determinismo newtoniano

A segunda lei de Newton determina 0s movimentos possieeisrdsistema
quando sao especificadas as forcas que agem sobre eleenigrobtulamos, nem
sempre de modo explicito, que existe um Unico movimenidrdeos possiveis
que satisfaz a uma dada condigao inicial. Como sabemascandicao inicial &
definida pelas posicdes e velocidades das particulast@ons em um certo ins-
tante. Usualmente, o instante, as posicoes e as vel@sdd@d chamadas instante
inicial, posicodes iniciais e velocidades iniciais. Degsodo,dada uma condio
inicial do sistema, existe um, e somente um, movimento @BorsEigjue satisfaz a
essa condi@o, afirmacao essa chamaaléncipio do determinismo newtoniano
Esse principio, pelo qual cada condicao inicial deteeminivocamente o movi-
mento do sistema, desempenha um papel fundamental naicseo@wtoniana.
Essa existencia e unicidade do movimento & claramente ageohdo ensinamos,
por exemplo, que ha sempre um Unico movimento de um drpjéikimo a su-
perficie da Terra quando damos sua posicao e velocidatisdamento.

Em um curso ministrado néaculte de Science de Parem 1895 [1] , Paul
Painlevé mostrou que & possivel haver incompatibikdatre as leis empiricas
coulombianas do atrito cinético e o principio do deteismmo newtoniano. Ele
mostrou que héa varios exemplos nos quais, para coefidienatrito cinético su-
ficientemente grande, ha condicdes iniciais para assoqugihum movimenté
possivel e condi¢des iniciais para as quagss de um movimenépossivel. Esses
exemplos contrariam o principio do determinismo newtoniaEssas violagdes
sao decorrentes das idealizagdes usadas nos exemp@esrpdos por Painlevé.
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Elas sao idealizagdes normalmente feitas nos probldmasecanica do dia a dia
em nossas aulas, como supor que superficies em contattas bajam perfeita-
mente rigidas, ou que haja perfeita proporcionalidades e moédulos da forca
de atrito e da forca normal de contato entre as superfatigantes, como afirma
a lei coulombiana do atrito cinético.

Portanto, & importante saber que é possivel haver inatiibplade entre dois
aspectos essenciais do formalismo da mecanica classitdealizacdes normal-
mente feitas e o principio do determinismo newtonianparticuIarmente im-
portante para 0s que ensinam mecanica classica, comofEssores de fisica
do ensino médio. Desejamos neste texto tornar dispoa$sel conhecimento por
meio de um exemplo simples e didatico da incompatibilidadacionada. Para
ISS0, apresentamos a seguir uma versao simplificada deempéxproposto por
Painleveé.

Seja um haltere de massas iguais; mais especificamente,araade com-
primentoL e massa desprezivel com duas bolinhas de mesma mgsssas em
suas extremidades. Consideramos que as bolinhas esta@asad mesa lisa hori-
zontal, de modo que seus pesos sao cancelados pelas nexeraigas pela mesa
e as bolinhas se movam no plano horizontal da mesa. Além agsolinhas des-
lizam dentro de dois trilhos paralelos presos a mesa eagpmpor uma distancia
menor do qud.. Vamos escolher um sistema de eixos coordenétfsd’ com o
eixo OX ao longo de um trilho e o eix@) apontando desse trilho para o outro,
de modo que a barra faga com o0 e®®&” um anguld, sendd < 6 < 7/2, como
indicado na figura. Para facilitar a discussao, a bolinhailinm ao longo deD X
serad chamada primeira bolinha e a outra, segunda bolinbaefziente de atrito
cinético entre a primeira bolinha e o trilho que a guia € na segunda bolinha
0 atrito com o outro trilho & desprezivel. Finalmente,dasma primeira bolinha
uma for¢a constante dadig na diregao e sentido d2X'. Podemos consider&r
exercida por meio de um fio preso na bolinha e puxado ao longallio.

Sejamz e 2’ as respectivas coordenadas da primeira e da segunda Isatimha
eixo OX. Naturalmente’ = = + L cos# e a coordenada da segunda bolinha no
eixo) é a constantg’ = L senf. Portanto, basta dar a coordenadia primeira
bolinha para sabermos sua posicao, a da segunda e a doastsdo. Também
é claro que, dado um movimento da primeira bolinha no éro, 0 movimento
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Figura .5: Haltere de massas iguais nos trilhos paralelsd@gas nas massas.

da segunda e do sistema inteiro fica univocamente determiDshotando pov

e a as respectivas velocidade e aceleracao escalares deainarlmlinha, e por’

e a’ as da segunda bolinha, temos as relagdes v e «’ = a. Para especificar
a condicao inicial do sistema, basta dar a condicadainta primeira bolinha.
Como posicao inicial da primeira bolinha tomamos a origegomo sua velo-
cidade inicial ao longo do eix®@X tomamos uma constante arbitrarig que
pode ser positiva, negativa ou nula. Desse modo, tomandsianie inicial como
t = 0, a condigao inicial tem a forma

zl,_o=0 e v|,_,=1. (81)

Desejamos determinar o movimento subsequente do sist&ima, encontrar que
movimento da primeira bolinha satisfaz a condi¢ao alidada (81).

As forcas que agem na primeira bolinha sao a forca aicadstantd, a
forca da barra e a forca do trilho. A forca aplicdieem apenas uma componente,
positiva, ao longo d& X, que denotamos par. A forca da barra, tem com-
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ponente apenas na direcao dela, que denotamog goconvencionamos como
positiva quando a barra empurra a bolinha e negativa quapdaa A forga do
trilho tem componentg de atrito ao longo d&®X e componentéV normal ao
longo de®). Tantof quanto/N e R podem ser positivas ou negativas, conforme
a situacao (a figura ilustra o caso em que elas sao p®itives forcas sobre a
segunda bolinha sao a forca da barra e a forca do trilhcorgafda barra nessa
bolinha & a oposta a forga da barra na primeira bolinhi, pdarra tem massa
desprezivel; com isso, denotamos sua componente queena@egunda bolinha
também por?. A forca do trilho tem apenas componente noriNglao longo de
OY; por conveniéncia, trabalharemos com sua negafiva- — N, (ilustrada na
figura no casaV’ > 0).

Aplicando a segunda lei de Newton a primeira bolinha, obem

ma=F —Rcos0+f e 0=N — Rsenf . (82)

Uma vez quer’ = a, aplicando a segunda lei de Newton a segunda bolinha,
obtemos
ma= Rcosf e 0=N — Rsenf . (83)

Pelas leis do atrito cinético, a forgca de atrito sobre anpiia bolinha tem
modulo dado porf| = p|N|, ou seja,|f| = u|Rsend|, em virtude da segunda
equacao em (82). Levando em conta guef € positivo, obtemos para o modulo
da forca de atrito

|f| = pu|R|senf . (84)

Como a forca de atrito cinético tem sentido oposto ao dacidhde de desliza-
mento, dois casos se apresentam, confarmseja positiva ou negativa. Conside-
remos cada caso em separado.

Seja o caso de velocidade< 0, que nos leva ¢ = u|R|send. Considerando
as duas possibilidades da componeRtser positiva ou negativaik| = +R,
obtemos a expressao

f =xuRsend , (85)

na qual o sinal superior se refere ao caso emRjéegositiva e o inferior, ao caso
em que & negativa. Substituindo (85) na primeira equagig82), o resultado
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forma com a primeira equacao em (83) o seguinte sistema
ma=F — Rcosf + uRsenf e ma= Rcosf . (86)

Desejamos determinar com essas equag@es como funcao do tempo, isto &,
encontrar como o sistema se movimenta e como varia a forgadelo da barra.
Para isso, comecamos por eliminagntre as duas equacoes para obter a seguinte

expressao parg,
F

- Fusend + 2cosf’

R (87)

na qual o sinal superior se refere ao caso emRéeositiva e o inferior, ao caso
em que & negativa. Alem desses sinaigd@ denominador do membro direito
dessa equacao, ha os sinaisitieo seu membro esquerdo, de modo que se faz
necessario examinar a compatibilidade desses sinaigmbarisso na situacao
proposta por Painlevé, em que no denominador em (87) o téemwaior médulo
seja o primeiro, isto &,F psenf| > |2 cosf|. Essa condicao equivale a

> 2cotgh . (88)

Nesse caso, o denominador da fracao em (87) tem o sinaldariseeiro termo,

isto &, senf + 2 cos 0 = F| F pusend + 2 cos 0. Uma vez que o numeradérda

fracao é positivo, o sinal da fragao & o sinal do prim&rmo de seu denominador,
F

=7 Fusenf + 2cosf| (89)

E facil ver que essa equacao é totalmente contradijtisto que o sinal superior
se refere ao caso em quieé positiva e o inferior, negativa. Com efeito, Be¢
positiva vale o sinal superior que determina no membro edquda equagao uma
componenteR negativa e s&? € negativa vale o sinal inferior que determina no
membro esquerdo da equagao uma componkmesitiva; em ambos 0s casos 0
resultado & absurdo. Portanto, ndo existe nenhuma&oRipara o sistema de
equacoes (86). Consequentemente, nao existe nenhlumaspara a aceleracao
a nesse sistema, de modo que nenhum movimento & possivelstoadade ne-
gativa. Portanto, para uma dada condic¢ao inicial comcigdmle inicial negativa,
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nenhum movimento & possivel.

Agora, seja o caso de velocidade> 0, que nos leva § = —pu|R|senf.
Considerando as duas possibilidades da compomneser positiva ou negativa,
|R| = £ R, obtemos a expressao

f = FuRsend , (90)

na qual, novamente, o sinal superior se refere ao caso enk @upositiva e o
inferior, negativa. Substituindo (90) na primeira eca@@&m (82), o resultado
forma com a primeira equacao em (83) o seguinte sistema

ma=F — Rcosf F uRsenf e ma= Rcosf . (92)

Eliminandoa entre as duas equacdes, obtemos

B F
~ 4psenf 4 2cosf

(92)

Supondo, novamente, a condi¢cao (88), o denominador ¢adram (92) tem o
sinal de seu primeiro termo, que € o sinal da fracao, poisweradolr’ & positivo.
Portanto, (92) pode ser escrita como

F

= 4 .
o +senf + 2 cos 6 (93)

Agora, o sinal superior no denominador da fracao em (98),aprresponde &
positivo, determina um valor positivo para a fracao etgup, para a compo-
nenteRR do membro esquerdo. Analogamente, o sinal inferior no demeamor da
fracao em (93), que correspondé&aegativo, determina um valor negativo para
a fracao e, consequentemente, para a compouedt® membro esquerdo. Por-
tanto, em ambos 0s casos, a equacgao (93) é consisteneeedaluas solucdes
perfeitamente aceitaveis pakauma positiva e a outra negativa. Sao elas

F F

= Ry = — . 94
! psenf + 2 cos 6 € psenf — 2 cost (94)

Substituindo essas solugdes na segunda equacgao eab{@ijos duas aceleracdes
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possiveis, respectivamente,

F/m F/m

_ ___tm 95
ptgh+2 - (95)

“ Cutgh—2°

Assim, desde que a velocidadseja positiva, ha duas aceleracdes possiveis: a po-
sitivaa; e a negativa,. Naturalmente, nos respectivos movimentos, a velocidade
inicial vy deve ser positiva.

O primeiro movimento possivel & dado por

1 F/m

=yt +-——— 96
Ty = U +2,utg9+2 (96)

Nesse movimento, a velocidade & dada por

F/m
= 97
v = Vg + 120 + 2 (97)

Essa velocidade permanece positiva para tadaior do que
muv

t = —(ptgh + 2)— . (98)

F

Em particular, 0 movimento pode prosseguir indefinidamargartir do instante
inicial £ = 0. Antes do instante, a particula tem velocidade negativa e caimos no
primeiro caso, em que nenhum movimento €& possivel.

A aceleracao negativg em (95) nos fornece o segundo movimento possivel
com velocidade positiva,

1 F
73 = vt — /T _p2 (99)
2 ptgl — 2
Nesse movimento, a velocidade & dada por
F
Vg = Vg — ﬁt . (100)
ptgh — 2
Essa velocidade é positiva para tadoenor do que
ts = (utef —2)— . (101)
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ApoOs o instanteé, a particula tem velocidade negativa e caimos no primeiso,c
em que nenhum movimento & possivel. Assim, dada uma @miicialzo = 0

e vy > 0, ha dois movimentos possives no intervalo de teiftpd,), no qual

0 instante negative, e o positivot, sao dados por (98) e (101). Em patrticular,
apos o instante inicial= 0, os dois movimento sao possiveis no inten(ala.).
Consequentemente, para uma dada condicao inicial camsiglable inicial posi-
tiva, dois movimentos distintos sao possiveis, um uniamte acelerado e o outro
uniformemente retardado.

Em suma, no caso de coeficiente de atrito grande o bastamatsgtesfazer a
condicao (88)u > 2 cotgf, o principio do determinismo newtoniano & violado.
Dada uma condic¢ao inicial, ou nenhum movimento & pessipartir dela ou dois
movimentos sao possiveis durante um certo intervaldocme o sentido da velo-
cidade inicial.E facil verificar que nao ha violag&o do determinismetemiano
se a condi¢ao (88) for trocada por< 2 cotgh (a condigao limitrofe: = 2 cotgd
também é problematicalf possivel mostrar que n&o ha violagao do determinismo
newtoniano se nao usarmos idealizacdes de barras @stplrfeitamente rigidos
e leis de atrito cinético tao idealizadas como as de Coolom
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