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Violações do Determinismo

Jorge Luiz Gomes Dias

Orientador: Marcus Venicius Cougo Pinto

Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-Graduação em Ensino de
Fı́sica, Instituto de Fı́sica, da Universidade Federal do Rio de Janeiro, como parte
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RESUMO

Idealizações em Meĉanica Newtoniana e
Violações do Determinismo

Jorge Luiz Gomes Dias

Orientador: Marcus Venicius Cougo Pinto

Resumo da Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-Graduação
em Ensino de Fı́sica, Instituto de Fı́sica, da UniversidadeFederal do Rio de Ja-
neiro, como parte dos requisitos necessários à obtenção do tı́tulo de Mestre em
Ensino de Fı́sica.

A mecânica newtoniana, como as demais partes da Fı́sica, éformulada em
termos de conceitos idealizados e leis idealizadamente exatas. Exemplos notáveis
são dados pelo conceito de partı́cula como corpo de dimens˜oes nulas e pelo con-
ceito de corpo perfeitamente rı́gido. As forças de contatoentre esses corpos ide-
alizados têm suas componentes normais às superfı́cies decontato consideradas
como forças vinculares e suas componentes tangenciais consideradas como su-
jeitas às leis coulombianas de atrito, por sua vez altamente idealizadas, apesar
de meramente aproximadas na realidade. Painlevé descobriu exemplos de siste-
mas nos quais as leis coulombiana do atrito cinético levam aviolações de um
dos princı́pios mais fundamentais da mecânica clássica,o princı́pio do determi-
nismo newtoniano, que afirma a existência de um, e somente um, movimento de
um sistema fechado para uma dada condição inicial. A apresentação e discusão
em forma didática de três exemplos dessas violações é oprincipal resultado desta
dissertação. Um dos exemplos é simples o bastante para ser usado em aulas de
Fı́sica do Ensino Médio.

Palavras chave: Ensino de Fı́sica, Idealizaçoes em mecânica newtoniana, Violações
do determinismo newtoniano.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2011

vi



ABSTRACT

Idealizations in Newtonian Mechanics and
Violations of Determinism

Jorge Luiz Gomes Dias

Supervisor: Marcus Venicius Cougo Pinto

Abstract of master’s thesis submitted to Programa de Pós-Graduação em Ensino
de Fı́sica, Instituto de Fı́sica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, in partial
fulfillment of the requirements for the degree Mestre em Ensino de Fı́sica.

Newtonian mechanics, as other branches of physics, is formulated in terms of
idealized concepts and laws. Remarkable examples are givenby the concept of
particle as a body with zero dimension and by the concept of perfectly rigid body.
The contact forces between those idealized bodies have their components perpen-
dicular to the contact surface considered as constraint forces and their tangential
components considered as subjected to the Coulombian laws of friction, which are
highly idealized, although merely approximate in real situations. Painlevé disco-
vered examples of systems in which the Coulombian laws of kinetic friction lead
to violations of one of the most fundamental principles of classical mechanics, the
principle of Newtonian determinism, which states the existence of one, and only
one, motion of a closed system for a given initial condition.The presentation and
discussion in didactic form of three examples of those violations is the main re-
sult of this dissertation. One of the examples is simple enough to be used in high
school classes.

Keywords: Physics education, Idealizations in newtonian mechanics, Violations
of newtonian determinism.

Rio de Janeiro
Fevereiro de 2011
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newtoniano 62
3.1 As leis empı́ricas do atrito . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
3.2 Haltere deslizante em trilhos paralelos . . . . . . . . . . . . .. . 66

3.2.1 Enunciado do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.2.2 Aplicação das leis da mecânica ao problema . . . . . . .. 67
3.2.3 Caso de atrito grande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.2.4 Caso de atrito pequeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.2.5 Caso de atrito crı́tico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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Introduç ão

Durante minha vida de estudante universitário do curso de engenharia, trabalhei

como professor de fı́sica e matemática, por necessidade, em escolas e cursos pré-

vestibulares. Fato que era comum na época, devido à escassez de professores

disponı́veis na área. Após formado, trabalhei como engenheiro em um trecho de

noventa quilômetros na obra da Ferrovia do Aço, durante quase três anos. Voltei

ao magistério onde me encontro até hoje, realizado profissionalmente e, o mais

importante,feliz.

Nos meus trinta e seis anos de magistério em fı́sica, minha experiência foi se-

melhante à da maioria de meus colegas. Enquanto professor reproduzia em aula os

textos da literatura disponı́vel e mais utilizada, garimpando exercı́cios e alguma

teoria que eram cobrados com maior frequência nas provas devestibulares. Os

problemas propostos eram programados para que o aluno aplicasse fórmulas sem

qualquer preocupação de verificar os resultados com algummodelo experimental.

A abordagem da teoria e dos problemas não era crı́tica, de modo a questionar se

as idealizações usadas eram compatı́veis com resultadosexperimentais ou com

a própria teoria. Alertava os alunos para a leitura dos texto onde deveria se ob-

servar que alguns elementos dos sistemas seriam idealizados como, por exemplo,

os fios, polias e molas ideais. Porém sem compromisso de justificar ou avaliar tal

exigência dos elementos a serem idealizados. Na mecânicanewtoniana, eu acredi-

tava que com o estudo das leis coulombianas do atrito já estava bastante próximo

ao tratamento real dos fenômenos naturais. Assim, a menç˜ao da idealização nos

textos era uma imposição a ser verificada apenas para que sepudesse usar as

fórmulas envolvidas sobre o assunto em questão. Algumas universidades apre-

sentam em programas de vestibular a cobrança sobre noções de fı́sica moderna,

onde as leis de Newton devem ser corrigidas para valores altos da velocidade.

1



Essa era uma ocasião quando citávamos a proibição da utilização das leis, por-

que elas poderiam apresentar resultados errados. Tinha também a noção de que

em movimentos em escala atômica nem mesmo com correções as leis de Newton

poderiam ser utilizadas. O assunto era tratado como uma poesia decorada.

No entanto, quando se tratava de aplicar as leis de Newton em situações nor-

mais, em problemas de pêndulos ou rodas encontrados no dia adia, a crença

comum é que elas nunca levam a erros essenciais. As idealizações usadas na

formulação e solução desses problemas poderiam limitar a precisão dos resulta-

dos, mas jamais levar a inconsistências e contradições.Por isso, foi uma sur-

presa fascinante tomar conhecimento das descobertas de Painlevé [1, 2], de que

as idealizações comumente usadas ao tratar as leis coulombinas do atrito cinético

podem levar à violação de um princı́pio fundamental de mecânica newtoniana,

o do determinismo newtoniano. Esse princı́pio afirma que, dadas as forças so-

bre um sistema, para cada condição inicial existe um, e somente um, movimento

possı́vel para o sistema. A violação é consequência de diversas idealizações.

Primeiramente, a idealização dos corpos em atrito como rigorosamente rı́gidos.

Em segundo lugar, a idealização da perfeita proporcionalidade entre o módulo da

força de atrito cinético e o da força normal de contato. Finalmente, a idealização

dessa proporcionalidade como válida para quaisquer valores do coeficiente de

atrito cinético, mesmo para valores relativamente grandes. A possibilidade de

uma inconsistência tão importante, entre um princı́pio fundamental e idealizações

aceitas comumente, merece ser conhecida. Assim, o objetivoneste nosso trabalho

é chamar a atenção sobre essa possibilidade. Queremos chamar a atenção para

a importância das idealizações em mecânica newtoniana, para a importância do

princı́pio do determinismo newtoniano e para a possibilidade de conflito entre es-

ses dois elementos da teoria. Embora tenhamos considerado questões de mecânica

newtoniana, podemos crer que idealizações excessivas podem levar a problemas

sérios em outras áreas da fı́sica.

Nosso trabalho se dirige ao professor de fı́sica do ensino m´edio e pretende for-

necer a ele um conteúdo que possa ajudá-lo no ensino da mecˆanica newtoniana.

Não abordaremos a questão profunda e difı́cil de como ensinar esse conteúdo.

Os métodos pedagógicos para ensiná-lo mereceriam uma outra tese. O produto

dessa tese é o encarte apresentado no apêndice. Ele é destinado prioritáriamente
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ao professor de ensino médio que, de acordo com sua experiência e julgamento,

pode apresentá-lo aos estudantes em maior ou menor detalhe. No entanto, o en-

carte pode ser lido com proveito também pelos alunos de ensino médio com boa

compreensão de mecânica nesse nı́vel.

De acordo com nosso objetivo, a preocupação neste nosso trabalho é, numa

primeira parte, apresentar as Leis de Newton de um modo que procure levar ao

professor (e ao aluno) conceitos fundamentais e imprescindı́veis como partı́cula,

livre ou isolada, corpo rı́gido, a idéia de referencial inercial, de movimento e de

força, para o entendimento racional de uma literatura básica apropriada ao trata-

mento dos fenômenos naturais. Isso propicia uma melhor apreciação e compre-

ensão desses fenômenos e, consequentemente, constitui um fator importante para

aprimorar a interpretação de textos propostos em problemas. Em seguida apre-

sentamos um estudo sobre idealizações que muito contribuem para que se torne

acessı́vel a verificação de hipóteses através dos experimentos, coletas de dados

e finalmente para a execução de cálculos, cujos resultados abonam ou descar-

tam as hipóteses quando comparados com a realidade dos fenˆomeno na natureza.

Como já dissemos, essas mesmas idealizações, que tanto colaboram no estudo

da mecânica quando bem dosadas ou bem fundamentadas, podemcomprome-

ter os resultados e nos expor a conclusões completamente absurdas e contrárias

a toda uma teoria que há séculos vem se comportando como um suporte sólido

para a compreensão dos fenômenos naturais, a nı́vel macroscópico, satisfazendo

a quem ensina e a quem tenta entender o comportamento da natureza. Numa ter-

ceira etapa, fazemos uma apresentação dos estudos de PaulPainlevé sobre as leis

empı́ricas do atrito e o determinismo newtoniano, onde foram abordadas situações

que apresentam incompatibilidade entre as leis empı́ricasdo atrito cinético e esse

princı́pio fundamental da dinâmica.

Além dessa introdução, a tese contém três capı́tulos,uma conclusão e um

encarte apresentado em apêndice. No primeiro capı́tulo apresentamos a primeira

parte mencionada anteriormente, uma exposição sobre os pontos essenciais da

mecânica newtoniana. Embora seja assunto bem conhecido, esse capı́tulo faz uma

apresentação onde o princı́pio do determinismo newtoniano é enfatizado, mostra

a teoria que será utilizada nos exemplos posteriores, com anotação que adotamos,

e também deixa explı́cita qual a teoria que contém as idealizações abordadas no
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segundo capı́tulo e as inconsistências discutidas no terceiro capı́tulo.

No segundo capı́tulo apresentamos a segunda parte mencionada nessa introdução,

as idealizações usadas na mecânica newtoniana e a possibilidade delas levarem a

conclusões absurdas. Apresentamos alguns exemplos de violações do determi-

nismo newtoniano diferentes das que nos interessam primordialmente. Com esses

exemplos mostramos que essas violações não se limitam aos trabalhos de Painlevé

sobre atrito e se constituem em assunto de interesse mais geral e atual.

No terceiro capı́tulo apresentamos o tema central desse nosso estudo, três

exemplos de Painlevé mostrando a incompatibilidade entreas leis coulombianas

empı́ricas do atrito cinético e o princı́pio do determinismo newtoniano. Acre-

ditamos que nossa apresentação seja bem mais acessı́vel ao professor de ensino

médio atual por termos atualizado a notação, detalhado aapresentação, usado re-

cursos mais didáticos de cálculo e, naturalmente, apresentarmos os problemas no

vernáculo. Essa é nossa contribuição nessa tese: tornar acessı́vel ao professor

de ensino médio um conteúdo que lhe será útil para a compreensão e ensino da

mecânica. Na conclusão, fazemos um apanhado de nosso trabalho que é útil para

quem terminou sua leitura e apresentamos perspectivas de continuação deste es-

tudo. Parte da bibliografia visa apontar para essas continuações. No apêndice

apresentamos um encarte contendo uma versão simplificada do primeiro exemplo

tratado no terceiro capı́tulo. Esse encarte possibilita a professores de ensino médio

e, possivelmente, a alunos de ensino médio, tomar contato com a contribuição es-

sencial desta tese sem a necessidade de sua leitura.
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Caṕıtulo 1

Noções fundamentais de meĉanica

clássica

Nesse capı́tulo apresentaremos as noções fundamentais de mecânica clássica para

as discusões dos capı́tulos posteriores. Embora amplamente usada no ensino

médio e universitário, a formulação original de Newtoné cheia de sutilezas e de

difı́cil compreensão, o que levou a formulações mais didáticas como, por exem-

plo, as apresentadas em livros franceses de Mecânica Racional do inı́cio do século

XX. Dentre esses, podemos citar os tratados de Appell [3], deChazy [4] e de Pain-

levé [5]. Uma formulação profunda nessas linhas, mas extremamente sucinta e

difı́cil, é dada nas primeiras páginas do famoso livro de Mecânica de Arnold [6,7].

Um resumo baseado nessas referências aparece nas notas de aula do curso de

Tópicos de Fı́sica Clássica I de 2009/1 de nossa pós-graduação, que são nossa

principal fonte de referência neste capı́tulo [8]. O objetivo desse capı́tulo é ape-

nas apresentar uma versão desse resumo dos conceitos fundamentais da mecânica

newtoniana que facilite a apreciação do estudo realizadonos próximos capı́tulos,

especialmente da questão das idealizações utilizadas na formulação da mecânica

newtoniana. Em especial será enfatizado o princı́pio do determinismo newtoniano

de que trata nosso estudo.
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1.1 Conceitos pressupostos pela mecânica clássica

A finalidade da mecânica clássica é estudar o movimento dos corpos materiais

descrito através da geometria euclidiana dentro do espaço alcançado pelos nossos

sentidos. Assim sendo se faz necessário o conhecimento básico da geometria

euclidiana, como também de regras de uso de instrumentos demedição no espaço

descrito por essa geometria.

A seguir apresentamos os pressupostos que dão origem aos conceitos primários

e postulados da mecânica clássica. Vários conceitos citados nesta seção, como

espaço, tempo e movimento, não são definidos mas são usados com seus sig-

nificados intuitivos, obtidos a partir de algumas situações concretas, particular-

mente aquelas que descrevem procedimentos práticos para realizar observações e

medições.

Para isto supomos disponı́veisr éguasidênticas para medições de distâncias e

comprimentos em qualquer lugar do espaço. Denotamos porE o espaço euclidi-

ano, o conjunto de todos os pontos do espaço de nossa percepção sensorial.

As réguas definem uma funçãodistância d, que associa a cada par de pontos

um número real bem definido. Supomos que essa função tem aspropriedades

usuais da distância em geometria euclidiana.

Usamos essa noção de distância para marcar escalas em eixos e usamos siste-

mas de eixos cartesianos para localizar pontos do espaço e definir figuras geométricas.

Dado um sistema de eixosOXYZ cada pontoP deE pode ser identificado biuni-

vocamente por suas coordenadas cartesianas(x, y, z) relativas ao sistema de eixos

OXYZ. Essas coordenadas definem aposiç̃ao do pontorelativa ao sistema de

eixosOXYZ. Podemos considerar tal posição como um vetor deR
3, que chama-

mosvetor-posiç̃aodo ponto relativa ao sistema de eixosOXYZ. Representando

o vetor posição porr, temosr = (x, y, z).

Como de costume, também podemos considerar cada vetora = (ax, ay, az)

de R
3 como uma seta cujas componentes ao longo dosOX , OY e OZ são os

respectivos númerosax, ay eaz. As setas unitárias ao longo dos eixos sãoux, uy

euz, de modo quea = axux + ayuy + azuz.

Com isso, o vetor posiçãor de qualquer pontoP é a seta cujas componentes

são as coordenadas respectivasx, y e z do pontoP , e podemos escreverr =
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(x, y, z) = xux + yuy + zuz. Naturalmente, essa é a seta que vai da origem

deOXYZ até o pontoP . Desse modo, em última análise, as réguas permitem

associar a cada ponto do espaçoE uma posição ou, mais especificamente, um

vetor posição, relativo ao sistema de eixos.

Também supomos disponı́veisrelógiosidênticos e sincronizados para medições

de durações e intervalos de tempo em qualquer lugar do espaço. Os relógios asso-

ciam a cadaevento, em um dado ponto do espaço, um número real bem definido

que denominamosinstante do evento.

Definimospart ı́cula como um corpo cujas dimensões são desprezı́veis em um

dado problema, isto é, cujas dimensões são desprezı́veis na descrição de seu mo-

vimento. Geometricamente, uma partı́cula é um ponto. Naturalmente, o conceito

de partı́cula depende do problema em consideração. Um mesmo corpo pode ser

considerado como partı́cula em um dado problema e não ser considerado como

partı́cula em outro problema. A Terra, por exemplo, é considerada como uma

partı́cula em seu movimento anual em torno do Sol, mas não éconsiderada como

tal em seu movimento de rotação diário em torno de seu eixo.

Também postulamos que qualquercorpoousistemaé um conjunto de partı́culas,

isto é, um conjunto de partes suficientemente pequenas paraque cada parte possa

ser considerada como uma partı́cula. Umcorpo rı́gido é um sistema de partı́culas

que mantêm entre si distâncias constantes. Normalmente,consideramos um corpo

rı́gido como um objeto tridimensional, isto é, como um sistema formado ao me-

nos por quatro partı́culas não coplanares. Quando quisermos considerar corpos

rı́gidos bidimensionais, como discos, ou unidimensionais, como barras, isso será

explicitamente afirmado. Como exemplos do dia a dia de corposrı́gidos, temos

um bloco de granito, uma sala com piso, paredes e teto e a constelação do Cruzeiro

do Sul.

Usando réguas e relógios podemos definir um ponto do espaço como sendo

fixo em relaç̃ao a um corpo ŕıgido se as distância entre ele e os pontos do corpo

rı́gido permanecem constantes. Dizemos que uma figura no espaço, tal como

um sistema de eixos cartesianos, éfixa em relaç̃ao ao corpo ŕıgido ou fixa no

corpo rı́gido se todos os seus pontos são fixos em relação a ele. O conjunto de

todos os pontos do espaço fixos em relação a um corpo rı́gido é chamadocorpo

r ı́gido extendido. Quando citarmos um ponto de um corpo rı́gido, entendemos
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um ponto do corpo rı́gido extendido, exceto se for dito expl´ıcitamente o contrário.

Obviamente, quando citamos uma partı́cula do corpo rı́gido, ela está em um ponto

do corpo rı́gido propriamente dito.

Dizemos que uma partı́cula estáfixa em relaç̃ao ao corpo ŕıgido ou fixa no

corpo rı́gido se as distância entre ela e os pontos do corpo rı́gido permanecem

constantes. Um conjunto de partı́culas estáfixo em relaç̃ao ao corpo ŕıgido se

cada uma das partı́culas está fixa em relação a ele.

Desejamos expressar a idéia de que réguas e relógios est˜ao fixos em um corpo

rı́gido (durante o processo de medição). Para expressar esse fato, diremos que há

um observador munido de ŕeguas e reĺogios nesse corpo rı́gido. Também se

entende nessa expressão que estão disponı́veis infinidades de réguas idênticas e

relógios idênticos e sincronizados para medições em qualquer lugar do espaço.

Referencialé um corpo rı́gido no qual um observador está munido de réguas e

relógios e no qual está fixo um dado sistema de eixos coordenados. Um exemplo

de referencial é o que usa a Terra como corpo rı́gido; esse tipo de referencial é

chamadoterrestre. Um referencial que usa o Sol e as estrelas fixas como corpo

rı́gido, com o Sol na origem do sistema de eixos coordenados ´e chamadocoper-

nicano. Em geral nos referimos ao sistema de eixos como se fosse o referencial,

ficando subtendido o corpo rı́gido no qual está fixo o sistemade eixos e o obser-

vador munido dos instrumentos de medição. Normalmente, representamos um re-

ferencial em figuras desenhando apenas seu sistemas de eixos. Por conveniência,

também usamos apenas sistemas de eixos ortogonais. A posic¸ão de um ponto re-

lativa ao sistema de eixos de um referencial é chamadaposiç̃ao do ponto relativa

ao referencialem questão.

1.2 Prinćıpios de cineḿatica

Posiç̃aode uma partı́cula relativa a um referencial ouvetor-posiç̃aode uma partı́cula

relativo a um referencial, em um certo instante, é o vetor-posição relativo a esse

referencial do ponto ocupado pela partı́cula nesse instante. Se as coordenadas da

partı́cula no sistema de eixosOXYZ sãox, y ez, a posição da partı́cula é o vetor

r = (x, y, z).

Movimento de uma partı́cula relativo a um referencial é uma função que as-
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socia a cada instante de um dado intervalo de tempo uma posição da partı́cula

relativa a esse referencial. Portanto, um movimento é uma função

φ : (Ti, Tf) −→ R
3

: t 7−→ r . (1.1)

na qual(Ti, Tf) é o intervalo de tempo no qual ocorre o movimento. Aduraçãode

tal movimento éTf − Ti. O movimento, sendo uma função, também é chamado

função-movimento ou função-horária da partı́cula. A função-movimento de

uma partı́cula é geralmente dada por uma expressão

r = φ(t) (t ∈ (Ti, Tf)) . (1.2)

É também comum deixar implı́cito o intervalo de tempo em queocorre o mo-

vimento. É também comum considerar movimentos em um intervalo de tempo

infinito, i.e., comTi → −∞ ouTf → ∞, ou ambos. Quando um movimentoφ

ocorre no intervalo(−∞,+∞) escrevemosφ : R → R
3.

Uma função-movimento (1.2) é determinada por três func¸õesφx, φy eφz, que

dão as coordenadas der em função do tempo, ou sejar = xux + yuy + zuz e

x = φx(t) , y = φy(t) e z = φz(t) . (1.3)

Durante um movimentoφ a extremidade do vetor posiçãor traça uma curva

no espaço que chamamostrajet ória da partı́cula nesse movimento. Um movi-

mento que tem uma reta por trajetória é chamadomovimento retilı́neo. Outros

movimentos também são qualificados pela sua trajetória como, por exemplo, mo-

vimento circular, parabólico, plano, etc.

Deslocamentode uma partı́cula de uma posição para outra é a variaçãode seu

vetor posição. O deslocamento der para ar′ é o vetorr′ − r deR
3.

Velocidadede uma partı́cula no instantet de um movimentoφ é a derivada de

sua posição nesse instante, correspondendo à taxa de variação temporal da posição

no instante considerado,

v =
dr

dt
=
dφ(t)

dt
(1.4)
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ou, na notação de Newton,v = ṙ = φ̇(t). Chamamos a derivadȧφ da função-

movimentofunção-velocidadeou função horária da velocidade. Naturalmente,

vx = ẋ = φ̇x(t), vy = ẏ = φ̇y(t) evz = ż = φ̇z(t).

Aceleraç̃ao de uma partı́cula no instantet de um movimentoφ é a derivada

de sua velocidade nesse instante,

a =
dv

dt
=
dφ̇(t)

dt
. (1.5)

ou, na notação de Newton,a = v̇ = r̈ = φ̈(t). Chamamos a derivadäφ da função-

velocidadefunção-aceleraç̃ao ou função horária da aceleraç̃ao. Naturalmente,

ax = v̇x = ẍ = φ̈x(t), ay = v̇y = ÿ = φ̈y(t) eaz = v̇z = z̈ = φ̈z(t).

As propriedades geométricas dos vetores deslocamento, velocidade e aceleração

são bem conhecidas. O deslocamento da partı́cula der parar′ é a seta que vai de

r parar′. A velocidadev da partı́cula tem a direção da tangente à trajetória da

partı́cula no ponto em que ela se encontra e o sentido em que a partı́cula se move

na trajetória no ponto em que ela se encontra. A aceleração a da partı́cula tem

a direção e o sentido em que varia a velocidade no ponto em que a partı́cula se

encontra; conseqüentemente, aponta sempre para a concavidade da trajetória no

ponto em que a partı́cula se encontra.

Movimento retil ı́neo uniforme é o movimento com velocidade constante.

É retilı́neo porque a direção da velocidade é constante euniforme porque seu

módulo e sentido também são constantes.É o único movimento no qual a aceleração

é sempre nula.

Vamos agora considerar um movimento (1.2) de uma partı́culae desenvolver

alguns conceitos cinemáticos associados à sua trajetória. Consideramos a curva

C dada por um trecho aberto da trajetória e adotamos emC um pontoOC que

chamamosorigem da curva. Adotamos também um sentido de percurso na curva

como positivo e o outro, como negativo. SejaP um ponto qualquer emC e ℓ o

comprimento de arco ao longo deC deOC atéP . Definimosespaço percorridos

deOC atéP como sendoℓ se o sentido deOC paraP é positivo e,−ℓ se negativo.

Ses1 e s2 são os respectivos espaços percorridos até os pontosP1 eP2, s2 − s1

é chamado espaço percorrido deP1 atéP2. Também chamamos arco percorrido

o espaço percorrido. Dado um valor des, existe um único ponto, cuja posição
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denotamos porr, que tems como espaço percorrido até ele. Desse modo fica

definida a funçãoγ por meio de

r = γ(s) . (1.6)

Essa função é chamada representação paramétrica deC com parâmetros, o espaço

percorrido.

A cada instante do tempo, corresponde um único espaço percorrido, de modo

que fica definida uma funçãoϕ por meio de

s = ϕ(t) . (1.7)

Temos para a velocidade da partı́culav = dr/dt = (dr/ds)(ds/dt), ondedr/ds

é o vetorunit ário tangente à trajetória, que denotamos poruT , e ds/dt = ṡ a

chamadavelocidade escalarda partı́cula na trajetória. Com isso

v = ṡuT . (1.8)

Temos para a aceleração da partı́culaa = dv/dt = (dṡ/dt)uT + ṡ(duT/dt) =

s̈uT + ṡ(duT/ds)(ds/dt), isto é,a = s̈uT + ṡ2(duT/ds). Podemos escrever

duT/ds = κuN , ondeuN é o unit ário normal à trajetória apontando para sua

concavidade eκ = |duT/ds| é acurvatura da trajet ória no ponto em consideração,

que é o inverso do seuraio de curvatura ρ nesse ponto. Portanto,

a = s̈uT +
ṡ2

ρ
uN . (1.9)

Chamamos̈s aceleraç̃ao tangencial à trajetória eṡ2

ρ
, aceleração normal à tra-

jetória, ou aceleração centrı́peta no ponto em consideração.

Agora, passemos aos conceitos cinemáticos fundamentais de um sistema deN

partı́culas e denotemos porr1 = (x1, y1, z1), r2 = (x2, y2, z2),...,rN = (xN , yN , zN)

as posições das partı́culas do sistema em um certo instante. Configuração, do sis-

tema nesse instante é o vetor deR
3N dado porr = (x1, y1, z1, x2, y2, z2, . . . , xN , yN , zN).

Escreveremos tal vetor na formar = (r1, r2, . . . , rN).

Movimento do sistemaem um intervalo de tempo(Ti, Tf) é uma funçãoφ
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que associa a cada instante desse intervalo uma configuraç˜ao do sistema,

φ : (Ti, Tf) −→ R
3N

: t 7−→ r . (1.10)

Denotando porφ1, φ2,...,φN os movimentos das respectivas partı́culas1,2,...,N

nesse intervalo, temos

φ = (φ1, φ2, . . . , φN) . (1.11)

Sejamv1 =(v1x, v1y, v1z), v2 =(v2x, v2y, v2z),...,vN =(vNx, vNy, vNz) as res-

pectivas velocidades das partı́culas do sistema em um certoinstante.Distribuiç ão

de velocidadesdo sistema nesse instante é o vetor deR
3N dado porv = (v1,v2, . . . ,vN).

Função-velocidade de um sistemaem um intervalo de tempo(Ti, Tf) é uma

funçãoφ̇ que associa a cada instante desse intervalo uma distribuição de veloci-

dades do sistema,

φ̇ : (Ti, Tf) −→ R
3N

: t 7−→ v . (1.12)

A função-velocidade do sistema (1.12) é a derivada temporal da função-movimento

do sistema (1.10) e, levando em conta (1.11),φ̇ = (φ̇1, φ̇2, . . . , φ̇N).

Sejama1 =(a1x, a1y, a1z), a2 =(a2x, a2y, a2z),...,aN =(aNx, aNy, aNz) as res-

pectivas acelerações das partı́culas do sistema em um certo instante.Distribuiç ão

de aceleraç̃oesdo sistema nesse instante é o vetor deR
3N dado pora = (a1, a2, . . . , aN).

Função-aceleraç̃ao do sistemaem um intervalo de tempo(Ti, Tf) é uma função

φ̈ que associa a cada instante desse intervalo uma distribuição de acelerações do

sistema,

φ̈ : (Ti, Tf) −→ R
3N

: t 7−→ a . (1.13)

A função-aceleração do sistema (1.13) é a derivada temporal da função-velocidade

do sistema (1.12) e a derivada temporal segunda da função movimento do sistema
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(1.10) e, Levando em conta (1.11),φ̈ = (φ̈1, φ̈2, . . . , φ̈N).

Deslocamento de um sistemade uma configuração para outra é a variação de

sua configuração. Assim, o deslocamento da configuraçãor = (r1, r2, . . . , rN)

para a configuraçãor′ = (r′1, r
′
2, . . . , r

′
N) é o vetorr′ − r = (r′1 − r1, r

′
2 −

r2, . . . , r
′
N − rN). Naturalmente, o deslocamento do sistema é aN-upla formada

pelos deslocamentos das partı́culas do sistema. Como configurações do sistema

são vetores deR3N , as variações de configurações,i.e., os deslocamentos do sis-

tema, também são vetores deR
3N .

Translaçãode um corpo rı́gido é um deslocamento desse corpo no qual todas

as suas partı́culas sofrem o mesmo deslocamento.Rotaçãode um corpo rı́gido em

torno de um de seus pontos é um deslocamento desse corpo no qual esse ponto não

se desloca. Rotação de um corpo rı́gido em torno de um eixo ´e um deslocamento

desse corpo no qual os pontos do eixo não se deslocam. Um teorema famoso de

Euler afirma que toda rotação em torno de um ponto é uma rotação em torno de

um eixo que passa pelo ponto.

Um corpo rı́gido está emmovimento de translaç̃ao em um certo instante se

nesse instante todas as partı́culas do corpo têm a mesma velocidade, ditaveloci-

dade de translaç̃ao do corpo. Um corpo rı́gido está emmovimento de rotaç̃ao

em torno de um ponto em um certo instante se nesse instante o ponto tem veloci-

dade nula. Um corpo rı́gido está emmovimento de rotaç̃aoem torno de um eixo

em um certo instante se nesse instante os pontos do eixo têm velocidade nula.

Pelo teorema de Euler, todo movimento de rotação em um certo instante é um

movimento de rotação em torno de um eixo nesse instante. Esse eixo é chamado

eixo instantâneo de rotaç̃ao no instante em questão.

Sejamr1 = (x1, y1, z1), r2 = (x2, y2, z2),...,rN = (xN , yN , zN) as respectivas

posições ev1 = (v1x, v1y, v1z), v2 = (v2x, v2y, v2z),..., vN = (vNx, vNy, vNz) as

respectivas velocidades das partı́culas1,2,... N em um certo instante.Estado do

sistemanesse instante é o vetor deR
6N dado por(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN).

1.3 Prinćıpios de dinâmica

As leis fundamentais da dinâmica são obtidas de observações e experimentos, e

relacionam os movimentos de partı́culas com os corpos que osinfluenciam. Es-
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sas leis são enunciadas e divulgadas comjo as três leis de Newton do movimento.

Aqui elas serão apresentadas na forma de 7 princı́pios, coma expectitiva de facili-

tar a compreensão das três leis de Newton. Apresentaremosvárias definições que

são necessárias para apresentar esses princı́pios.

Definimospart ı́cula livre, ou isolada, como sendo uma partı́cula infinita-

mente afastada de todos os outros corpos do universo. Definimos referencial

inercial como sendo um refencial relativo ao qual são constantes as velocidades

de alguma trinca de partı́culas livres não-colineares.

A exigência de que as partı́culas não sejam colineares merece uma explicação.

Consideremos uma trinca de partı́culas livres colineares,e um referencial relativo

ao qual as velocidades das partı́culas são constantes, porexemplo, todas nulas.

Nesse caso, as três partı́culas também terão velocidades nulas relativas a um refe-

rencial que apresente movimento de rotação, relativo ao primeiro referencial, em

torno de um eixo que passe pelas três partı́culas. Como nãodesejamos que dois

referenciais com movimento relativo acelerado sejam ambosinerciais, incluı́mos

na definição de referencial inercial a condição de que aspartı́culas não sejam co-

lineares.

1o) Princı́pio da inércia. Existem part́ıculas livres e referenciais ińerciais;

em relaç̃ao a um referencial inercial qualquer partı́cula livre est́a em repouso ou

em movimento retilı́neo uniforme.

As estrelas fixas são bons exemplos de partı́culas livres. De fato, elas estão

suficientemente afastadas entre si e dos demais corpos do universo. Podemos es-

colher três delas não-colineares (por exemplo,δ, α e β do Cruzeiro do Sul) e

usá-las para determinar se um dado referencial é ou não inercial. Por exemplo,

é fácil perceber que um referencial copernicano é inercial se usarmos estrelas fi-

xas para verificar essa propriedade. Com efeito, um referencial copernicano é,

por definição, fixo em relação às estrelas fixas. Consequentemente, quaisquer três

delas não colineares escolhidas para a verificação terão velocidades nulas relati-

vas ao referencial copernicano. Portanto, ele é inercial.De qualquer referencial

terrestre as estrelas fixas são observadas em movimento circular, que é um movi-

mento com aceleração diferente de zero; portanto, tais referenciais não são iner-

ciais. Durante um intervalo de tempo suficientemente pequeno em relação a um
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dia, as estrelas fixas são observadas praticamente em repouso ou em movimento

aproximadamente retilı́neo uniforme; portanto, durante um tal intervalo de tempo,

os referenciais terrestres são aproximadamente inerciais.

Todos os princı́pios enunciados a seguir são sempre válidos apenas em refe-

renciais inerciais. Os conceitos usados nas formulaçõesdesses princı́pios pres-

supõem o uso exclusivo de referenciais inerciais. Esses fatos estão pressupostos

na exposição a seguir, mesmo se não forem explicitamenteanunciados. Com essas

considerações fica clara a importância dos conceitos de partı́cula livre e referencial

inercial e a importância do princı́pio da inércia.

2o) Princı́pio do determinismo newtoniano.Existem sistemas de partı́culas

que t̂em cada um de seus movimentos possı́veis determinado univocamente pelo

estado do sistema em um instante fixo qualquer; qualquer sistema de part́ıculas

que ñao tenha essa propriedadeé parte de um sistema que a tem.

Um sistema com a propriedade enunciada nesse princı́pio é dito isolado. Por-

tanto, o princı́pio do determinismo newtoniano afirma que cada movimento de um

sistema isolado é univocamente determinado pelo seu estado em um instante fixo

qualquer, ou seja, pela sua configuração e distribuiçãode velocidades em um ins-

tante fixo qualquer. O princı́pio também afirma que todo sistema que não é isolado

é parte de um sistema que é isolado. No contexto desse princı́pio, o instante fixo

em que é dado o estado do sistema que determina seu movimentoé chamadoins-

tante inicial do movimento; o estado dado no instante inicial é chamadoestado

inicial ou condição inicial; as posições e velocidades do estado inicial são cha-

madas, respectivamente,posiç̃oes iniciaise velocidades iniciais. O movimento

do sistema determinado por uma dada condição inicial é chamadomovimento

que satisfazà condiç̃ao inicial.

Os movimentos que satisfazem a todas as possı́veis condiç˜oes iniciais são os

movimentos posśıveisdo sistema. De acordo com o princı́pio do determinismo

newtoniano, esses formam o conjunto de todos os movimentos que o sistema pode

realizar e nesse conjunto há um único que satisfaz uma dadacondição inicial.

Se um subsistema de um sistema isolado é isolado, dizemos que o restante

do sistemanão influencia os movimentos do subsistema. Em contrapartida,

se o subsistema não é isolado, dizemos que o restante do sistema influencia

os movimentos do subsistema; nesse caso, o restante do subsitema é chamado
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vizinhança do subsistema.

3o) Princı́pio do isolamento.Corpos infinitamente afastados de um sistema

não influenciam os seus movimentos.

Como exemplo da utilização desse princı́pio, consideramos que em boa aproximação

as estrelas fixas não influenciam os movimentos dos sistemasna Terra porque

estão muito afastadas dela.

Seja um sistema isolado deN partı́culas e seja(r,v) = (r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN)

um estado qualquer do sistema em um instante arbitráriot. De acordo com o

princı́pio do determinismo newtoniano, um tal estado determina univocamente o

movimento do sistema. Em particular, determina univocamente as acelerações das

partı́culas do sistema no próprio instantet. Isso significa que para cada partı́cula

do sistema existe uma função que determina a aceleraçãoda partı́cula no instante

t a partir do estado do sistema nesse mesmo instante. Dito de outro modo, existem

funçõesf1, f2,...,fN que determinam as acelerações das partı́culas do sistema,

ai = fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.14)

Para a função que determina a aceleração de uma partı́cula do sistema a partir

do estado do sistema (e do instante considerado) usamos o nome função acelera-

triz da part ı́cula. Em (1.14) a funçãofi é a função aceleratriz dai-ésima partı́cula

do sistema. Notemos que foi deixada a possibilidade de a func¸ão aceleratriz de-

pender do instante em que ela relaciona o estado do sistema com as acelerações

das partı́culas do sistema.

Sejaφ = (φ1, φ2, . . . , φN) uma função-movimento do sistema. No instantet

desse movimento, as partı́culas têm posiçõesr1 = φ1(t), r2 = φ2(t),..., rN =

φN(t), velocidadesv1 = φ̇1(t), v2 = φ̇N(t),..., vN = φ̇N(t), e acelerações

a1 = φ̈1(t), a2 = φ̈2(t),..., aN = φ̈N(t). Substituindo essas expressões nasN

equações em (1.14) elas tranformam-se em equações envolvendo apenas a variável

t. Se essas equações forem verdadeiras para qualquert (em um intevalo de tempo

determinado), isto é, se elas forem identidades na variável t, o movimentoφ é um

movimento possı́vel do sistema. Caso contrário não é um movimento possı́vel.

As equações (1.14) formam um sistema deN equações diferenciais ordinárias

de segunda ordem. Sabemos pela teoria dessas equações que, satisfeitas certas

16



condições para as funções aceleratrizesf1, f2,...,fN , existe uma, e somente uma,

N-upla de funções-movimento(φ1, φ2, . . . , φN) que satisfaz àsN equações di-

ferenciais e a uma dada condição inicial. Supomos que as condições sobre as

funções aceleratrizes sejam satisfeitas para qualquer sistema de partı́culas, de

modo que o conjunto de todos os movimentos possı́veis do sistema seja dado

pelas soluções das equações diferenciais (1.14); além disso, dentre essas soluções

há uma única que satisfaz a uma dada condição inicial.

As equações (1.14) são chamadasequaç̃oes de movimentodo sistema, exata-

mente porque o conjunto de todas as suas soluções é o conjunto dos movimentos

possı́veis do sistema.Problema fundamental da din̂amica é o de encontrar to-

dos os movimentos possı́veis do sistema a partir do conhecimento das funções

aceleratrizes,i.e, é o de resolver o sistema de equações diferenciais de movimento

(1.14). Naturalmente, devemos considerar como são obtidas as funções acelera-

trizes, o que caracteriza o chamadoproblema inverso da din̂amica. Voltaremos

a essa questão posteriormente.

Agora, vamos usar esses três primeiros princı́pios para abordar o conceito de

par isolado. O princı́pio da inércia fundamenta o uso de referenciais inerciais

que tornam válidos o princı́pio do isolamenteo e do determinismo newtoniano.

O princı́pio do isolamento garante que afastando do resto douniverso um par

de partı́culas, ele fica isolado; vamos chamá-lo, simplesmente,par isolado. O

princı́pio do determinismo newtoniano estabelece para as partı́culas do par iso-

lado, digamos ai-ésima e aj-ésima, as equações

ai = fij(ri, rj;vi,vj ; t) e aj = fji(ri, rj;vi,vj; t) , (1.15)

ondefij é a função aceleratriz dai-ésima partı́cula na presença daj-ésima efji

a daj-ésima na presença dai-ésima. Se as partı́culas de um par isolado se afas-

tarem infinitamente uma da outra, de modo que cada uma se torneisolada, elas

passam a ter velocidades constantes,i.e., aceleração nula, em virtude do princı́pio

da inércia. Conseqüentemente, obtemos de (1.15)

|ri − rj | → ∞ =⇒ fij(ri, rj;vi,vj; t) → 0 . (1.16)
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Essas propriedades das funções aceleratrizes de um par isolado, em especial o fato

de que elas dependem apenas das posições e velocidades do par (e do tempo), são

muito importantes, como veremos no enunciado dos próximosdois princı́pios.

4o) Princı́pio da superposiç̃ao. Em um sistema isolado, a aceleração de uma

part́ıcula em um certo instantée a soma vetorial das acelerações que a partı́cula

teria se, nesse instante, cada uma das outras partı́culas do sistema formasse com

ela um par isolado.

Conseqüentemente, as funções aceleratrizes em (1.14) gozam da propriedade

fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) =
N
∑

j=1(j 6=i)

fij(ri, rj;vi,vj; t) . (1.17)

5o) Princı́pio da proporcionalidade das aceleraç̃oes. As aceleraç̃oes si-

multâneas,ai e aj , das part́ıculasi e j de um par isolado, têm sempre a mesma

direção e sentidos opostos e a razão entre seus ḿodulosé uma constante, istóe,

ai = −mjiaj , (1.18)

ondemji é uma constante positiva que depende apenas das partı́culasi e j; além

disso, para quaisquer partı́culasi, j ek, vale a relaç̃aomik/mjk = mij.

Chamamosmij constante inercial do par isolado(i, j). Como veremos

posteriormente, essas constantes permitem definir o conceito de massa de uma

partı́cula.

Os dois últimos princı́pios são importantes para relacionar as observações de

um mesmo sistema feitas de diferentes referenciais inerciais. Para isso, devemos

estabelecer como espaço, tempo e movimento se relacionam em diferentes refe-

renciais inerciais. Em mecânica newtoniana isso é feito no princı́pio newtoniano

do espaço e tempo absolutos e no princı́pio de relatividadegalileana, aos quais

passamos agora.

6o) Princı́pio newtoniano do espaço e tempo absolutos.A magnitude do

intervalo de tempo entre dois eventosé a mesma em relação a qualquer referencial

inercial e tamb́em oé a dist̂ancia entre dois eventos simultâneos.
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Sejam dois referenciais inerciaisRef eRef ′. Seja um evento que, em relação

aRef ocorre no instantet1 e na posiçãor1 e, em relação aRef ′, no instantet′1 e

na posiçãor ′
1; seja um segundo evento que, em relação aRef ocorre no instante

t2 e na posiçãor2 e, em relação aRef ′, no instantet′2, na posiçãor ′
2. De acordo

com o princı́pio newtoniano do espaço e tempo absolutos, devemos ter

|t′1 − t′2| = |t1 − t2| e (1.19)

|r ′
1 − r ′

2| = |r1 − r2| se t1 = t2 . (1.20)

É possı́vel demonstrar que as transformações de coordenadas mais gerais entre

referenciais inerciaisRef e Ref ′ que satisfazem às condições (1.19,1.20) desse

princı́pio são

r ′ = Gr + u t+ b e t ′ = ε t+ β , (1.21)

na qualG é um operador linear que deixa distâncias e ângulos invariantes,u e

b são vetores constantes emR3, β é um número real qualquer eε = ±1. As

transformações de coordenadas (1.21) são chamadastransformações de Galileu.

Passamos à descrição dos significados deG, u, b, ε e β e dos casos particulares

importantes dessas transformações de coordenadas.

O operadorG mais geral é um operador de rotação, que representamos por

R, seguido ou não por um operador que inverte o sentido de um dos eixos do

sistema de coordenadas; esse operador é chamado operador de inversão espacial;

como um exemplo, temos o que transforma o eixoOX em um eixoO′X ′ com

sentido oposto deOX . Por simplicidade, vamos nos restringir ao caso em que

G é uma rotação. A transformação comε = −1, chamadainversão temporal,

corresponde ao relógio deRef ′ marchar com o sentido oposto ao deRef . Também

por simplicidade, vamos nos restringir ao caso em queε = 1. Excluindo as

inversões espaciais e temporais, as transformações de coordenadas mais gerais

entre dois referenciais inerciais são dadas por

r ′ = Rr + u t+ b e t ′ = t+ β . (1.22)
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Essas transformações de coordenadas (1.22) são conhecidas comotransformações

de Galileu restritas. Com elas não há mudança do operador de derivação em

relação ao tempo,d/dt′ = d/dt, de modo que a derivada da primeira equação em

(1.22) resulta em

v ′ = Rv + u e a ′ = Ra . (1.23)

Vemos que também velocidades e acelerações podem mudar quando mudamos de

referencial inercial. No caso da aceleração a mudança éapenas de direção, já que

rotações não mudam o módulo de vetores.

A transformaçãot ′ = t+ β é chamadatranslação temporal e corresponde a

adiantar o relógio emRef ′ de um intervalo de tempoβ com relação ao relógio de

Ref .

No caso particular em queu = 0 e b = 0, entãor ′ = Rr, que chamamos

rotação de referenciais; ela relaciona as coordenadas deRef ′ eRef quando esses

referenciais têm eixos com a mesma origem e um dos referenciais é obtido por

uma rotação do outro em torno dessa origem. Por outro lado,se não há rotação e

u = 0, temosr ′ = r + b que é uma transformação chamadatranslação espacial

ou, simplesmente, detranslação; ela relaciona coordenadas dos referenciaisRef

e Ref ′ quando os eixos deRef têm a mesma direção e sentido dos respectivos

eixos deRef ′, mas a origem dos eixos deRef está deslocada deb com relação à

origem dos eixos deRef ′. Se não há rotação e nem translação espacial, entãor ′ =

r + ut que é uma transformação chamadaempurr ão; ela relaciona coordenadas

dos referenciaisRef eRef ′ quando os eixos deRef tem a mesma direção e sentido

dos respectivos eixos deRef ′ eRef está em movimento de translação em relação

aRef ′ com velocidadeu. Dizemos queu é avelocidade do empurr̃ao. Podemos

dizer que uma transformação de Galileu restrita (1.22) pode ser obtida adiantando

igualmente os relógios de um referencial inercial e submetendo-o a uma rotação,

uma translação e um empurrão.

Uma grandeza que não muda ao mudarmos de referencial é chamada uminva-

riante pela mudança de referencial, ou uminvariante sob as transformaç̃oes

de coordenadas que relacionam esses referenciais. No caso de transformações

de Galileu, a grandeza é dita uminvariante sob transformações de Galileu

ou, resumidamente, uminvariante de Galileu. Vimos em (1.23) que sob uma
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transformação de Galileu restrita, qualquer aceleraç˜ao sofre apenas uma rotação,

a ′ = Ra, de modo que

|a ′| = |a| , (1.24)

pois rotações não mudam o módulo de vetores. Portanto o módulo de qualquer

aceleração é um invariante sob transformações de Galileu restritas. Na verdade,

é fácil mostrar queo módulo de qualquer aceleração é invariante sob quaisquer

transformaç̃oes de Galileu.

Pelo princı́pio da proporcionalidade das acelerações, aqualquer par isolado de

partı́culasi e j é associado o número positivomji dado porai = −mjiaj . Por-

tanto,|ai| = mji|aj |. Se a expressão correspondente em outro referencial inercial

é |a′
i| = m′

ji|a′
j |, obtemos, em virtude da invariância de Galileu dos módulos das

acelerações,
m ′

ji = mji , (1.25)

i.e., asconstantes de pares isolados são invariantes de Galileu.

Finalmente, passamos ao último princı́pio da dinâmica clássica.

7o)Princı́pio da relatividade galileana.O conjunto de todos os movimentos

posśıveis de um sistema isoladoé o mesmo em todos os referenciais inerciais.

Como discutido anteriormente, os movimentos possı́veis dosistema isolado

são os que satisfazem às equações de movimento (1.14)

ai = fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.26)

Conseqüentemente, o conjunto desses movimentos possı́veis é determinado pelas

funções aceleratrizesf1, f2,..., fN . Desse modo, o princı́pio da relatividade ga-

lileana afirma que as funções aceleratrizes de um sistema isolado são as mesmas

em todos os referenciais inerciais,i.e., são invariantes de Galileu. Desse modo, se

em um referencial inercialRef as equações de movimento do sistema isolado são

as dadas por (1.26), em qualquer outro referencial inercialRef ′, são dadas por

a′
i = fi(r

′
1, r

′
2, . . . , r

′
N ;v′

1,v
′
2, . . . ,v

′
N ; t′) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.27)

Essas considerações têm consequências importantes nas forma das funções ace-

leratrizes, que serão mais convenientemente discutidas quando introduzirmos o
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conceito de força. Os 7 princı́pios da dinâmica foram enunciados em termos de

conceitos bem definidos. Dois dentre eles, o de constante inercial de um par iso-

lado e o de função aceleratriz serão usados para definir osnovos conceitos de

massa inercial e de força. Com isso chegaremos à formulação newtoniana usual

das leis da dinâmica, que constitui-se no assunto da próxima seção.

1.4 As leis de movimento newtonianas

Nesta seção obtemos as leis de movimento newtonianas a partir dos sete princı́pios

da seção anterior. Desse modo, esperamos que o conteúdo eo significado das leis

newtonianas se tornem mais claros. Começamos pela definição de massa de uma

partı́cula.

Consideremos uma partı́cula bem determinada que chamamospart ı́cula padrão

ou partı́culap. Formando um par isolado dessa partı́cula com qualquer outra

partı́cula, digamos a partı́culai, obtemos a constantemip determinada pelo princı́pio

da proporcionalidade das acelerações (1.18),ap = −mipai. Usando essa cons-

tante, associamos à partı́culai a quantidade

mi := mip up , (1.28)

sendoup o sı́mbolo indicativo da unidade em que expressamosmi e que é deter-

minada pela escolha da partı́cula padrão. Definimosmassa inercialda partı́culai

como sendo a quantidademi (cuja medida na unidadeup é o númeromip). Evi-

dentemente, não é possı́vel formar um par ordenado da partı́cula padrão como ela

mesma. Na verdade, a partı́cula padrão tem, por definição, uma unidade de massa,

mp := 1 up . (1.29)

É importante notar que a massa inércial da partı́cula não depende do padrão

escolhido. Com efeito, escolhendo uma outra partı́cula padrãop̄ e definindom̄i =

mip̄up̄, obtemosm̄i = mi (inclusive sei = p). Para demonstrar isso, basta usar a

relação fundamentalmik/mjk = mij , dada no princı́pio da proporcionalidade das

acelerações e a igualdade óbviamij = 1/mji. De modo semelhante, obtemos a
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partir da definição de massa inercial (1.28) a igualdade

mij =
mi

mj

, (1.30)

Notemos que a massa de uma partı́cula é um invariante de galileu, isto é, tem

o mesmo valor em qualquer referencial inercial. De fato, de acordo com (1.28) a

massa de uma partı́cula é definida como uma constante de par isolado. Como estas

constantes são invariantes de galileu, de acordo com o que foi estabelecido em

(1.25), a massa de uma partı́cula qualquer também é. Dessemodo, se denotamos

por mi a massa de uma partı́cula em um referencialRef , e porm′
i a massa da

mesma partı́cula em um referencialRef ′, então

m′
i = mi . (1.31)

Agora, usando a igualdade (1.30) no princı́pio da proporcionalidade das acelerações

do par isolado,ai = −mjiaj , ele toma a forma

miai = −mjaj . (1.32)

Usando o princı́pio do determinismo newtoniano para as acelerações do par iso-

lado, obtemos da igualdade (1.32)

mifij(ri, rj;vi,vj ; t) = −mjfji(ri, rj;vi,vj ; t) . (1.33)

Essas igualdades sugerem a definição de um novo conceito, como faremos agora.

Definimosfunção-força total na partı́cula como o produto da massa da partı́cula

pela sua função aceleratriz. Denotando a função-força total na partı́culai porFi,

temosFi = mifi, ou seja, para qualquer estado do sistema, em qualquer instante

t,

Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) = mi fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t)(1.34)

(i = 1, 2, . . . , N) .

No caso de um par isolado de partı́culas, digamosi e j, definimosfunção-
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força na partı́cula i devidaà partı́cula j como sendo a funçãoFij = mi fij , i.e.,

Fij(ri, rj;vi,vj; t) = mi fij(ri, rj;vi,vj; t) . (1.35)

em qualquer estado do sistema isolado, em qualquer instantet.

Usando o conceito de função força no princı́pio da superposição, obtemos

Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) =
N
∑

j=1(j 6=i)

Fij(ri, rj;vi,vj ; t) . (1.36)

É importante observar as restrições importantes que esseprincı́pio impõe à forma

da função-força.

Agora, considerando um subsistema constituı́do por partı́culasj1, j2,...,jα, de-

finimosfunção força na part́ıcula i devida ao subsistemacomo sendo a função

Fi(j1,j2,...,jα) = mi fij1 +mi fij2 + · · ·+mi fijα
. (1.37)

Naturalmente,Fi(j1,j2,...,jα) é uma função do estado da partı́cula que sofre a força.

Sem dúvida, também é uma função do estado do subsistemaque exerce a força,

constituı́do pelas partı́culasi, j1, j2,...,jα, e do instante considerado.

Finalmente, definimosforça sobre uma part́ıcula como sendo o valor da

função-força na partı́cula (no estado em consideração do sistema); nesse caso

dizemos que a partı́culasofre a forçaem questão. Dizemos que a força é exercida

pelasoutras partı́culas cujas posições ou velocidades são variáveis da função-

força, isto é, pelas partı́culas que influenciam na aceleração da partı́cula que sofre

a força. Seguem-se as definições secundárias. O vetorFi dado por

Fi = Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) (i = 1, 2, . . . , N) (1.38)

é chamadoforça total na part ı́cula i exercida pelo restante do sistema. O vetor

Fij = Fij(ri, rj;vi,vj; t) (1.39)

é chamadoforça na partı́cula i exercida pela part́ıcula j. O vetorFi(j1,j2,...,jα)

dado por
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Fi(j1,j2,...,jα) = Fi(j1,j2,...,jα)(ri, rj1, rj2, . . . , rjα
;vi,vj1,vj2 , . . . ,vjα

; t) (1.40)

é chamadoforça na partı́cula i exercida pelo subsistema constitúıdo pelas

part ı́culas j1, j2,..., jα. Com essas definições chegamos ao conceito usual de

força comumente usado em mecânica, mas ressaltando a importância do conceito

de função-força, muitas vezes usado de modo apenas impl´ıcito.

Usando o conceito de função-força no princı́pio do determinismo newtoniano,

obtemos

miai = Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) (i = 1, 2, . . . , N) , (1.41)

que é uma forma equivalente de escrever esse princı́pio,i.e., de dizer que as

acelerações do sistema em cada instante são determinadas pelo seu estado nesse

instante. Na forma original do princı́pio as aceleraçõessão determinadas pela

funções aceleratrizes; na forma (1.41), pelas funções-força. Usando o conceito de

força podemos escrever o princı́pio do determinismo newtoniano na forma abre-

viada e comumente usada para enunciar a segunda lei de Newton,

miai = Fi (i = 1, 2, . . . , N) . (1.42)

Nessa equação, bem como na (1.32), é claro que a massa de uma partı́cula é uma

medida de suainércia, isto é, de sua capacidade de resistir a acelerações.

Usando o conceito de função-força para a igualdade (1.33), obtida para o par

isolado constituı́do pelas partı́culasi e j, obtemos

Fij(ri, rj;vi,vj; t) = −Fji(ri, rj;vi,vj; t) (1.43)

Com o auxı́lio do conceito de força, a igualdade anterior pode ser escrita na forma

abreviada e comumente usada para enunciar a terceira lei de Newton,

Fij = −Fji . (1.44)

Com o auxı́lio do conceito de força podemos escrever o princı́pio da superposição

de funções-força (1.36) na forma abreviada e comumente usada,
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Fi =
N
∑

j=1(j 6=i)

Fij (i = 1, 2, . . . , N) . (1.45)

Na seção anterior consideramos que resultados experimentais levam aos sete

princı́pios da dinâmica que postulamos. Nesta seção vimos que eles levam às três

leis de Newton. A primeira lei é essencialmente o que chamamos princı́pio da

inércia. A segunda lei é a equação (1.42) e a terceira leié a equação (1.44), cu-

jos significados devem ser claros pelas as definições prévias de função-força, de

massa e de força e, naturalmente, pelos conteúdos dos seteprincı́pios anterior-

mente enunciados. Tanto as três leis de Newton quanto os sete princı́pios enun-

ciados são válidos apenas para movimentos relativos a referenciais inerciais e em

quaisquer desses referenciais essas leis e princı́pios são os mesmos.

Podemos perguntar se, partindo das três leis de Newton, podemos chegar aos

sete princı́pios. Poderı́amos responder que o significado das três leis do movi-

mento enunciadas por Newton não é livre de controvérsiase pontos obscuros e que

a tentativa de esclarecer esses pontos leva a postulados do tipo dos sete princı́pios.

As equações (1.41) dadas pela segunda lei de Newton são equivalentes às

equações de movimento do sistema dadas em termos das funções aceleratrizes

(1.14). Por esse motivo as equações da segunda lei tambémsão chamadasequaç̃oes

de movimento do sistema. Os movimentos possı́veis do sistema são os que satis-

fazem às equações de movimento (1.41) e são determinados pelas funções-força

F1, F2,...,FN que aparecem em (1.41). Dentre esses movimentos há um, e so-

mente um, que satisfaz à qualquer condição inicial dada.

Agora, consideremos algumas consequências do princı́pioda relatividade ga-

lileana nas formas das equações de movimento de um sistema. Esse princı́pio

afirma que o conjunto de todos os movimentos possı́veis de um sistema isolado

é o mesmo em todos os referenciais inerciais. Isso significaque as funções ace-

leratrizes de um sistema isolado são as mesmas em todos os referenciais inerci-

ais. Mas as funções-força são produtos das funções aceleratrizes pelas massas das

partı́culas, e essas massas também são invariantes galileanos. Portanto, o princı́pio

da relatividade galileana pode ser expresso pela afirmação de que as funções-força

de um sistema isolado são as mesmas em todos os referenciaisinerciais, isto é, as

funções-força são invariantes galileanos.
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Consideremos as equações de movimento de um sistema isolado em um refe-

rencial inercialRef ,

miai = Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.46)

Como as massasm1,m2,...,mN e as funções-forçaF1, F2,...,FN são invariantes

galileanos, em qualquer outro referencial inercialRef ′ as equações de movimento

do sistema são

mia
′
i = Fi(r

′
1, r

′
2, . . . , r

′
N ;v′

1,v
′
2, . . . ,v

′
N ; t′) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.47)

As invariâncias de massas e funções-força nas equações (1.46) e (1.47) impõe so-

bre elas importantes restrições. Por exemplo, se a únicadiferença entre os dois

referenciais inerciais for uma translação temporal, a transformação de Galileu en-

tre eles reduz-se às equaçõesr ′ = r e t ′ = t+ β. Nesse caso,r ′
i = ri, v ′

i = vi e

a ′
i = ai, de modo que as equações (1.47) no referencialRef ′ tomam a forma

miai = Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t+ β) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.48)

Comparando essas equações com as equações (1.46) no referencialRef , obtemos

Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t+ β) =

= Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN ; t) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.49)

Comoβ é arbitrário nessa igualdade, concluı́mos queas funç̃oes-forçasF1, F2,...,

FN de um sistema isolado não dependem explicitamente da variável tempot.

Tendo em vista esse resultado, passamos a escrever as equações de movimento

(1.41) de um sistema isolado na forma

miai = Fi(r1, r2, . . . , rN ;v1,v2, . . . ,vN) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.50)

Essas equações de movimento de um sistema isolado são invariantes por inversão

temporal,t 7→ −t, isto é ε = −1 e β = 0 na transformação temporal em

(1.21)). Como consequência, se o sistema tem um movimento possı́vel, seu re-

verso também é possı́vel.
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O princı́pio da relatividade galileana foi combinado com translações temporais

para concluir que as funções-força de um sistema isoladonão dependem explicita-

mente do tempo. Combinando o princı́pio com translações espaciais, concluı́mos

que as funções-força de um sistema isolado dependem das posições das partı́culas

do sistema apenas por meio de diferenças de posições, isto é, por meio do que

chamamos posiçõesrelativasentre as partı́culas. Combinando o princı́pio com

empurrões, concluı́mos que as funções-força de um sistema isolado dependem das

velocidades das partı́culas do sistema apenas por meio de diferenças de velocida-

des, isto é, por meio do que chamamos velocidadesrelativasentre as partı́culas.

Se combinado com rotações, obtemos outras restrições interessantes sobre a ma-

neira pela qual as funções-força dependem dos estados dosistema isolado [6,7].

A força exemplar em mecânica newtoniana é a força gravitacional. Ela é dada

pela lei de Newton da atração gravitacional: força gravitacional na partı́culai

exercida pela partı́culaj é dada pela expressão

Fij = −Gmi mj

|rij|2
r̂ij , (1.51)

na qualrij = ri − rj , r̂ij é o unitário do vetorrij eG é a constante chamadacons-

tante da gravitação universal, cujo valor é6, 672.59(8.5)×10−11m3/kgs2. Como

uma força entre partı́culas de um sistema isolado, ela nãodepende explicitamente

de tempo e depende da posição das partı́culas Essa força não depende das veloci-

dades das partı́culas e do tempo. Ela depende apenas das posições das partı́culas

apenas por meio da posição relativa entre elas. Além disso, não depende das

velocidades das partı́culas. Essa força explica os movimentos planetários é está

sempre presente nos corpos que observamos no dia a dia sob o nome de peso.

É um resultado experimental importante que a intensidade daforça gravitacio-

nal entre partı́culas é proporcional ao produto das massasinerciaisdas partı́culas.

É mesmo surpreedente que a propriedade da partı́cula que mede sua capacidade

de atrair gravitacionalmente é a mesma que mede sua capacidade de resistir a

acelerações.
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1.5 Sistemas de part́ıculas

Nesta seção abordamos as noções fundamentais da dinâmica de sistemas de partı́culas,

não necessáriamente isolados, e alguns novos conceitos ´uteis no estudo desses sis-

temas.

Consideremos um sistema de partı́culas isoladoST com número total de partı́culas

igual aNT e um sistema deN partı́culasS que é um subsistema do sistema total

isolado (N < NT ). Para facilitar nosso estudo numeramos as partı́culas do sis-

tema total isolado de tal modo que as N primeiras sejam as partı́culas do sistema

S. Desse modo, o sistemaS é constituı́do pelas partı́culas1, 2,...,N enquanto as

partı́culasN + 1,N + 2,...,NT estão fora deS.

Estamos interessados na situação nova em que o sistemaS não é isolado, de

modo que as partı́culasN + 1, N + 2,...,NT formam a vizinhaça deS, ou seja,

influenciam os movimentos deS.

Pela Segunda Lei de Newton, as equações de movimento que determinam as

acelerações das partı́culas do sistemaS são

miai = Fi(r1, . . . , rN , rN+1 . . . , rNT
;v1, . . . ,vN ,vN+1 . . . ,vNT

)

(i = 1, . . . , N) . (1.52)

Essas acelerações são dadas em função das posições evelocidades das partı́culas

do sistemaS e das posições e velocidades das partı́culas da vizinhanc¸a deS. Es-

tamos interessados apenas na situação em que o movimento da vizinhança deS é

conhecido, isto é, em que são dados os movimentos das part´ıculas das vizinhanças,

rN+1 = φN+1(t),..., rNT
= φNT

(t). Usando essas funções eliminamos de (1.52)

as posições e velocidades das partı́culas da vizinhançae obtemos

miai = Fi(r1, . . . , rN , φN+1(t) . . . , φNT
(t);v1, . . . ,vN , φ̇N+1(t) . . . , φ̇NT

)

(i = N + 1, . . . , NT ) .(1.53)

Vemos que no lugar das posições e velocidades das partı́culas da vizinhança apa-

rece a variávelt que representa o tempo. Desse modo o membro direito dai-ésima

dessas equações torna-se uma função do estado do sistemaS e do tempo. Deno-
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tando porF ef
i essa função, temos

F ef
i (r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) =

= Fi(r1, . . . , rN , φN+1(t) . . . , φNT
(t);v1, . . . ,vN , φ̇N+1(t) . . . , φ̇NT

(t)) .(1.54)

ChamamosF ef
i funcão-força efetivatotal na partı́culai. Usando essa definição

de função-força efetiva, as equações (1.53) tomam a forma

miai = F ef
i (r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) (i = 1, . . . , N) . (1.55)

Essas são as equações de movimento para o sistemaS, isto é, as equações que de-

terminam os movimentos possı́veis desse sistema. A influência exercida nele pelas

vizinhanças desse sistema não isolado aparece na possı́vel dependência explı́cita

do tempo apresentada pela função-força efetiva.

Denominamosforça efetiva o valor da função-força efetiva em um certo es-

tado e em um certo instante. Denotando porF
ef
i a força efetiva na partı́culai do

sistemaS, a equação anterior toma a forma abreviada

miai = F
ef
i (i = 1, . . . , N) . (1.56)

O normal é não indicarmos explicitamente que a função-força ou a força são efe-

tivas, ficando implı́cito pelo contexto; assim, escrevemosno lugar deF ef
i e F

ef
i ,

simplesmenteFi eFi.

Em um sistemaS não isolado, há forças exercidas sobre suas partı́cula por

partı́culas que estão no próprio sistema, chamadasforças internas sobreS, e

forças exercidas por partı́culas que estão na vizinhança deS, chamadasforças

externassobreS. A soma de todas as forças internas sobre ai-ésima partı́cula é

chamadaforça interna total sobre ela e é denotada porFin
i , e a sua função-força

correspondente,função-força interna total, denotada porF in
i . Pelo princı́pio da

superposição,

Fin
i =

N
∑

j=1(j 6=i)

Fij (1.57)
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ou, em termos das funções-força,

F in
i (r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN) =

N
∑

j=1(j 6=i)

Fij(rij,vij) . (1.58)

A soma de todas as forças externas sobre ai-ésima partı́cula é chamadaforça

externa total sobre ela e é denotada porFex
i . A sua função-força correspondente

é chamadafunção-força externa total sobre a partı́cula e é denotada porF ex
i .

Temos

Fex
i = F ex

i (ri,vi; t) . (1.59)

A força total sobre a partı́culai do sistemaS é a soma da força interna total

com a externa total sobre ela,

Fi = Fex
i + Fin

i , (1.60)

ou, em termos das funções-forças,

Fi(r1, . . . , rN ; ṙ1, . . . ,vN ; t) =

N
∑

j=1(j 6=i)

Fij(rij,vij) + F ex
i (ri,vi; t) . (1.61)

Usando essa decomposição em forças internas e externas as equações de mo-

vimento (1.56) tomam a forma

miai = Fex
i + Fin

i (i = 1, 2, . . . , N) , (1.62)

ou seja,

miai =
N
∑

j=1

(j 6=i)

Fij(rij ,vij) + F ex
i (ri,vi; t) (i = 1, 2, . . . , N) . (1.63)

Se o sistemaS é constituı́do por uma única partı́cula, (N = 1), não há forças

internas sobre ela e (1.63) toma a forma

ma = F(r, r; t) , (1.64)
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na qual o subı́ndice desnecessário1 foi abolido.

Em um sistemaS com um númeroN de partı́culas maior do que1, a soma

de todas as forças internas sobre as partı́culas do sistemaé zero, em virtude da

Terceira Lei de Newton,

N
∑

i=1

Fin
i =

N
∑

i=1

N
∑

j=1(j 6=i)

Fij = 0 . (1.65)

Para explorar essa propriedade, vamos somar todas as equações de movimento

do sistema, conforme dadas em (1.62); obtemos uma expressão na qual aparecem

apenas forças externas, pois as forças internas somam zero,

N
∑

i=1

miai =
N
∑

i=1

Fex
i . (1.66)

Essa equação sugere algumas definições. Definimosmassa total do sistemaS,

ou, simplesmente,massa do sistemaS, como sendo a soma das massas de suas

partı́culas. Se denotarmos a massa total porM ,

M :=
N
∑

i=1

mi . (1.67)

Definimoscentro de massado sistemaS como sendo o ponto cujo vetor-posição

é

R :=
1

M

N
∑

i=1

miri . (1.68)

A posição do centro de massa do sistema é amédia ponderadadas posições das

partı́culas do sistema, na qual os ponderadores são as massas respectivas des-

sas partı́culas. Definimos tambémvelocidade do centro de massado sistema e

aceleraç̃ao do centro de massado sistema como sendo os respectivos vetores

V :=
1

M

N
∑

i=1

mivi e A :=
1

M

N
∑

i=1

miai . (1.69)

Definimosforça externa total sobre o sistemaS como sendo a soma de todas
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as forças externas sobre as suas partı́culas, e a correspondente função-força é cha-

madafunção-força externa total. Representando a força externa total porFex e

a correspondente função-força porF ex, obtemos

Fex =
N
∑

i=1

Fex
i (1.70)

e

F ex(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) =
N
∑

i=1

F ex
i (ri,vi; t) . (1.71)

Usando as definições anteriores, a equação (1.66) assume a forma

M A = Fex . (1.72)

A comparação dessa equação com a equação (1.64) nos leva aoteorema do movi-

mento do centro de massa: o centro de massa do sistema move-se como se fosse

uma part́ıcula de massa igual̀a massa total do sistema e sujeita a uma força total

igual à força externa total sobre o sistema.

A forçaFex em (1.72) é dada, em princı́pio, pela função-força (1.71),

Fex = F ex(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) . (1.73)

No caso em que o sistema é um corpo rı́gido em movimento de translação, em

cada instante, todas as velocidades das partı́culas são iguais e, conseqüentemente,

são iguais à velocidadeV do centro de massa, de acordo com a definição em

(1.69). Portanto,v1 = v2 = · · · = vN = V. Comovi = V, a derivada em

relação ao tempo deri−R é nula, donderi = si +R, sendosi vetores constantes

(i = 1, 2, . . . , N). Portanto, as únicas variáveis que realmente determinam o valor

de Fex em (1.73) são a posiçãoR do centro de massa, sua velocidadeV e o

tempot. Com isso, reescrevemos (1.73) na formaFex = F(R,V; t). Usando

essa expressão em (1.72), obtemos

M A = F(R,V; t) . (1.74)
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Comparando essa equação com (1.64), concluı́mos que a equação de movimento

de um corpo rı́gido em translação é idêntica à de uma única partı́cula. Essa propri-

edade justifica em diversos problemas, como os de blocos em planos inclinados,

considerar corpos rı́gidos como se fossem partı́culas.

As três lei de Newton, que formulamos para partı́culas, temversões aplicáveis

a sistemas, isto é, a corpos. A primeira afirma que o centro demassa de um corpo

isolado permanece em repouso ou em movimento retilı́neo uniforme. A segunda é

dada pela própria equação (1.72). A terceira afirma que, se um corpo exerce uma

força total sobre outro, esse exerce sobre o primeiro uma força de mesmo módulo,

mesma direção e sentido oposto. Essas versões aplicáveis a corpos podem ser

obtidas diretamente das três leis originais para partı́culas e da equação (1.72). Em

contrapartida, essas versões aplicáveis a corpos se reduzem às três leis usuais para

partı́culas tomando o limite em que as dimensões dos corposconsiderados tendem

a zero.

1.6 Forças vinculares

Agora, passamos ao conceito importantı́ssimo de força vincular. As forças de

contato entre corpos sólidos, como quaisquer forças, são funções das posições e

velocidades das partı́culas desses corpos.É comum tais forças não dependerem

das velocidades, mas apenas das posições das partı́culas. Mais especificamente,

serem funções apenas da deformação sofrida pelo corpo,isto é, da variação da

configuração do corpo a partir de uma certa configuração de equilı́brio. Em geral,

as funções que relacionam as deformações com as forçassão extremamente com-

plicadas ou até mesmo totalmente desconhecidas. Uma excec¸ão bem conhecida é

a função simples dada pela lei de Hooke, que dá a força exercida por uma mola a

partir de sua deformação. Quando corpos apresentam uma rigidez muito grande,

a força de contato entre eles é normalmente complicada e desconhecida, de modo

que é preferı́vel considerar os corpos como perfeitamenterı́gidos. Nesse caso a

força de contato não pode mais ser função das deformaç˜oes dos corpos, pois es-

ses são indeformáveis por hipótese. Essas forças podemter qualquer valor para

uma dada configuração dos corpos, tantos valores muito pequenos quando eles

estão quase perdendo contato, como valores ilimitadamente grandes para garantir
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a rigidez dos corpos. Essa forças são então funçõesdesconhecidasdo tempo que

dependem do particular movimento dos corpos em contato; um exemplo é dado

pela força normal entre um bloco perfeitamente rı́gido e uma superfı́cie lisa per-

feitamente rı́gida sobre a qual ele desliza. No limite idealizado de rigidez perfeita

dos corpos, a força de contato entre eles é chamadaforça vincular .

O nome força vincular se deve ao fato de que as forças vinculares impõem

restrições, ouvı́nculos, aos movimentos dos corpos, quais sejam, eles não podem

realizar movimentos em que um corpo penetre na região do espaço ocupado por

outro. Esses vı́nculos são informações extras sobre os movimentos dos corpos.

Essas informações e as equações de movimento, juntas, devem ser capazes de de-

terminar os movimentos possı́veis dos corpos e, para cada umdesses movimentos,

as forças vinculares em ação. Em um contexto em que aparecem forças vincula-

res, as forças usuais, dadas como funções-força conhecidas do estado do sistema

e do tempo, são chamadasforças dadas.

Consideremos um sistema deN partı́culas sobre as quais agem forças vincula-

res, sendoNi a força vincular total sobre a partı́culai do sistema (i = 1, 2, . . . , N).

SejaFi a soma de todas as forças dadas sobre a partı́culai do sistema, isto é, a

força dada total sobre a partı́culai (i = 1, . . . , N). Com essa separação das forças

em vinculares e dadas, as equações de movimento (1.56) do sistema toma a forma

miai = Fi + Ni (i = 1, . . . , N) . (1.75)

A força dadaFi é determinada por sua função-forçaFi, isto é, por uma expressão

dadaFi = Fi(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t). Por outro lado, cada força vincularNi é

uma funçãoNi do tempo que é desconhecida e que desejamos determinar,Ni =

Ni(t). Escrevendo (1.75) em forma explicita,

miai = Fi(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) + Ni(t) (i = 1, . . . , N) . (1.76)

podemos dizer que desejamos usar essasN equações para determinar as funções-

movimento dasN partı́culas,φ1,...,φN , que dão as posiçõesr1,...,rN em função

do tempo, e as funçõesN1,..., NN , que dão as forças vincularesN1,..., NN em

função do tempo. Devemos esperar que asN equações em (1.76) não sejam
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suficientes para isso. A informação suplementar necessária é fornecida pelos

vı́nculos associados às forças vinculares. Esses vı́nculos restringem os movimen-

tos possı́veis e caracterizam as forças vinculares do problema. A suposição fun-

damental é que os vı́nculos, juntamente com as equações de movimento (1.76),

determinam os movimentos possı́veis e as forças vinculares em cada um desses

movimentos. Talvez o exemplo interessante mais simples de sistema com forças

de vı́nculo seja a normal exercida por um plano inclinado sobre um bloco que

desliza sem atrito sobre ele quando ambos são consideradoscomo perfeitamente

rı́gidos. Considerando o bloco como o sistema, a força dadasobre ele é o peso, a

força vincular é a normal e tanto o movimento do bloco quanto a normal podem

ser obtidas das equações de movimento do bloco e do vı́nculo de que o bloco tem

movimento restrito ao plano inclinado.

1.7 Constantes de movimento

Nesta seção apresentamos os conceitos de momento linear,de momento angular,

de energia e as condições em que essas quantidades se conservam.

Momento linear de uma part́ıcula é o produto de sua massa pela sua veloci-

dade.Momento linear P de um sistema de part́ıculas é a soma dos momentos

lineares de suas partı́culas,

P =

N
∑

i=1

mivi . (1.77)

Usando esse conceito de momento linear, a equação (1.72) assume a forma

dP

dt
= Fex . (1.78)

Esse resultado é oteorema da força e momento linear. Como consequência

imediata, obtemos oteorema da conservaç̃ao do momento linear: Se a força

externa total sobre um sistemaé nula, seu momento linearé conservado.

Fex = 0 =⇒ P é constante. (1.79)
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Naturalmente, o momento linear de qualquer sistema isoladoé constante. Dado o

caráter vetorial do momento linear, cada componente é conservada independente-

mente das outras.

Passemos agora aos conceitos importantes na definição de momento angular.

SejamP e Q dois pontos do espaço.Posiç̃ao deP relativa a Q é vetorrPQ

que vai deQ atéP . Velocidade deP relativa a Q é o vetorvPQ = drPQ/dt.

Aceleraç̃ao deP relativa aQ é o vetoraPQ = dvPQ/dt. Se rP e rQ são os

vetores-posição respectivos deP eQ, entãorPQ = rP − rQ, vPQ = vP − vQ e

aPQ = aP −aQ. Naturalmente, seP é o ponto onde se encontra alguma partı́cula,

dizemos querPQ, vPQ e aPQ são aposiç̃ao, a velocidade e a aceleração da

part ı́cula relativas ao pontoQ, respectivamente. SeOXYZ é o sistema de

eixos em relação ao qual temos as posiçõesrP e rQ dos respectivos pontosP e

Q, o vetorrPQ é a posição deP relativa ao sistema de eixosQX ′Y ′Z ′ obtido

submetendo o sistemaOXYZ à translaçãorQ. PortantoQX ′Y ′Z ′ move-se com

Q mantendo seus eixos paralelos ao respectivos eixos deOXYZ.

Seja uma partı́cula de massam e velocidadev. Momento angular da partı́cula

relativo a um pontoQ é o produto vetorial(r − rQ) ×m(v − vQ). SejaF uma

força sobre uma partı́cula de posiçãor. Definimostorque de F relativo a um

pontoQ como sendo o produto vetorial da posição da partı́cula relativa aQ pela

forçaF, isto é,(r− rQ) × F. O pontoQ em relação ao qual calculamos momen-

tos angulares e torques é chamadoponto base. Momento angular LQ de um

sistema de part́ıculas relativo a um dado ponto baseQ é a soma dos momentos

angulares de suas partı́culas relativos a esse ponto base,

LQ =
N
∑

i=1

(ri − rQ) ×mi(vi − vQ) . (1.80)

Supondo que o pontoQ tem aceleração nula no referencial inercial ou que o ponto

Q é o centro de massa, e usando a Segunda Lei de Newton, obtemos

dLQ

dt
=

N
∑

i=1

(ri − rQ) × Fex
i +

N
∑

i=1

(ri − rQ) × Fin
i . (1.81)

O primeiro somatório no membro direito dessa equação é definido como sendo o
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torque externo total τ ex
Q sobre o sistema de part́ıculasrelativo ao pontoQ,

τ
ex
Q =

N
∑

i=1

(ri − rQ) × Fex
i . (1.82)

Usando a terceira lei de Newton e a hipótese de que as forçasde interação entre

qualquer par de partı́culas têm a direção da reta que passa por elas, obtemos que a

soma dos torques das forças internas é nula. Essa soma é o segundo somatório no

membro direito de (1.81). Portanto,

dLQ

dt
= τ

ex
Q . (1.83)

i.e., a taxa instant̂anea de variaç̃ao do momento angular de um sistema de partı́culas,

relativo a um ponto de aceleração nula ou ao centro de massa do sistema,é igual

ao torque externo total sobre o sistema relativo ao respectivo ponto de aceleração

nula ou centro de massa. Esse resultado é oteorema do torque e momento

angular. Como consequência imediata dessa igualdade, temos oteorema da

conservaç̃ao do momento angular: Seé nulo o torque externo total sobre um

sistema, relativo a um ponto de aceleração nula ou ao centro de massa do sis-

tema, seu momento angular relativo ao respectivo ponto de aceleraç̃ao nula ou

centro de massa,́e conservado,

τ
ex
Q = 0 =⇒ LQ é constante. (1.84)

Naturalmente, o momento angular de qualquer sistema isolado é constante e cada

componente do momento angular se conserva independentemente das outras.

Uma aplicação simples dos teoremas anteriores é a demonstração de que as

forças de tensão nas extremidades de uma barra rı́gida de massa desprezı́vel são

de mesmo módulo, mesma direção, sentidos opostos e com direção ao longo da

barra. Com efeito, denotando essas forças porR1 e R2, e aplicando à barra o

teorema (1.72), obtemosM A = R1 + R2 + Mg, ondeM é a massa da barra.

Como a massa é desprezı́vel, podemos tomarM = 0 e obterR2 = −R1, isto é, as

reações têm mesmo módulo, mesma direção e sentidos opostos. Denotando porr1

e r1 os respectivos pontos de aplicação deR1 e R2 relativos ao centro de massa,
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e aplicando o teorema (1.83) comQ no centro de massa, obtemosdLQ/dt =

r1 × R1 + r2 × R2 = (r1 − r2) × R1. Como a massa é desprezı́vel, podemos

tomarLQ = 0 e obter(r1 − r2) × R1 = 0, isto é, as reações estão ao longo da

barra.

Agora, seja(v1,v2, . . . ,vN) a distribuição de velocidades em um instante ar-

bitráriot de um movimento possı́vel de um sistema deN partı́culas. Pela Segunda

Lei de Newton

mi
dvi

dt
= Fi = Fi(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) (i = 1, . . . , N) . (1.85)

Seja(dr1, dr2, . . . , drN) o deslocamento do sistema em um intervalo de tempo

infinitesimaldt a partir do instante arbitráriot; naturalmente,dri = vidt (i =

1, . . . , N). Multiplicando escalarmente pelo deslocamento infinitesimal dri am-

bos os membros de (1.85), obtemos

d

[

1

2
miv

2
i

]

= Fi(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) · dri (i = 1, . . . , N) . (1.86)

Adicionando as equações (1.86) membro a membro, temos

d

[

N
∑

i=1

1

2
miv

2
i

]

=

N
∑

i=1

Fi(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) · dri . (1.87)

Vamos supor que o membro direito dessa equação não dependa das velocidades,

d

[

N
∑

i=1

1

2
miv

2
i

]

=
N
∑

i=1

Fi(r1, . . . , rN) · dri , (1.88)

e que seja um diferencial exato, isto é, que exista uma funçãoU da configuração

do sistema que satisfaça a igualdade

N
∑

i=1

Fi(r1, . . . , rN) · dri = −dU(r1, . . . , rN) , (1.89)

na qual o sinal negativo é apenas por questão de conveniência. Notemos queU é
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definida a menos de uma constante aditiva. Usando (1.89) em (1.88), obtemos

N
∑

i=1

1

2
miv

2
i + U(r1, . . . , rN) = constante, (1.90)

isto é, a quantidade no membro esquerdo dessa equação é uma constante durante

movimentos possı́veis do sistema de partı́culas. Essa quantidade é chamadaener-

gia meĉanica do sistema, que representamos porE,

E =

N
∑

i=1

1

2
miv

2
i + U(r1, . . . , rN) . (1.91)

Seja um deslocamento infinitesimaldr de uma partı́cula sob a ação de uma

força F. Trabalho infinitesimal dW da força nesse deslocamentóe, por

definição, o produto escalar da força pelo deslocamento;dizemos que o traba-

lho é realizado pela força sobre a partı́cula. O membro direito de (1.87) é o tra-

balho infinitesimal realizado sobre a partı́culai pela força total que age sobre

ela. O membro direito de (1.87), ou de (1.88), é chamadotrabalho infinitesi-

mal realizado sobre o sistemapelas forças que agem sobre ele no deslocamento

(dr1, dr2, . . . , drN). Representamos esse trabalho pordW .

Se o trabalho infinitesimal realizado sobre o sistema é um diferencial exato,

como afirmado em (1.89),dW = −dU , dizemos que o sistema de partı́culas

é umsistema conservativoe a funçãoU é chamada umaenergia potencial do

sistema de part́ıculas. De acordo com uma observação anterior, a soma de uma

energia potencial do sistema com uma constante é também uma energia potencial

do sistema. Escrevendo (1.89) na forma
∑N

i=1 Fi · dri = −dU , obtemos

Fi = −∂U
∂ri

, (1.92)

i.e., a força na partı́culai é o negativo do gradiente da energia potencial relativo

à posição a partı́culai. Dadas as forças do sistema conservativo, uma energia
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potencial do sistema é

U(r) =

∫ rp

r

N
∑

i=1

Fi · dri , (1.93)

onderp é uma configuração fixa arbitrária do sistema chamadaconfiguração

padrão da energia potencialU .

A integral de um trabalho infinitesimal nos deslocamentos sucessivos de um

movimento é chamadatrabalho da força nesse movimento. A expressão (1.93)

mostra queuma energia potencial de um sistema conservativo em uma certa

configuraç̃ao é dada pelo trabalho que as forças do sistema realizariam seo sis-

tema fosse dessa configuração at́e a configuraç̃ao padr̃ao da energia potencial.

Energia cinética de uma part́ıcula é o semiproduto de sua massa pelo qua-

drado de sua velocidade.Energia cinética de um sistema de part́ıculasé a soma

das energias cinéticas de suas partı́culas. Vemos que a energia mecânica do sis-

tema definida em (1.91) é a soma da energia cinética do sistema com sua energia

potencial. Obviamente, a energia mecânica de um sistema conservativo é uma

função do estado do sistema e, de acordo com (1.90), tem um valor constante para

cada movimento possı́vel do sistema.

Um sistema deN partı́culas em interação puramente gravitacional é um sis-

tema conservativo e tem uma energia potencial dada por

U(r1, ..., rN) =
1

2

N
∑

i,j=1(i6=j)

−Gmimj

|ri − rj|
. (1.94)

Se uma força sobre uma partı́cula pode ser escrita como um gradiente de uma

função relativo à posição da partı́cula, dizemos que aforça é umaforça conser-

vativa. Naturalmente, se todas as forças que agem sobre um sistemade partı́culas

são conservativas, o sistema é conservativo. Em um sistema conservativo isolado

conservam-se a energia, as três componentes do momento linear e as três do an-

gular. Essas quantidades são conhecidas como assete constantes universais do

movimento.
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Caṕıtulo 2

Idealizações e suas limitaç̃oes

As idealizações de situações reais substituem os fenômenos reais, normalmente

complicados e de caracterização imprecisa, por modelos simplificados. Tais idealizações

muito contribuem para que se torne acessı́vel a verificação de hipóteses através dos

experimentos, coletas de dados e finalmente para a execução dos cálculos, cujos

resultados abonam ou descartam as hipóteses quando comparados com a reali-

dade do fenômeno na natureza. Estas mesmas idealizações, que tanto colaboram,

quando não bem dosadas ou bem fundamentadas podem também comprometer os

resultados e nos expor a conclusões completamente absurdas em uma teoria que

há séculos vem se comportando como um suporte sólido paraa compreensão de

fenômenos naturais, a nı́vel macroscópico, que é a mecânica newtoniana. Cer-

tamente, as outras teorias estão sujeitas ao mesmo perigo,mas nosso trabalho

se limita à mecânica clássica newtoniana. Neste capı́tulo faremos uma descrição

simples das idealizações mais notáveis usadas nessa teoria, seguindo seu resumo

exposto no capı́tulo anterior. Em seguida veremos alguns exemplos de resultados

inesperados devidos a essas idealizações. Daremos uma breve descrição do exem-

plo dos informalmente chamados “invasores do espaço”. Veremos a importância

das condições de Cauchy na mecânica newtoniana e de exemplos em que elas são

violadas, em particular no domo de Norton.
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2.1 Idealizaç̃oes em meĉanica newtoniana

Seguindo o roteiro do formalismo newtoniano exposto no cap´ıtulo 1, começamos

pelos conceitos pressupostos pela mecânica clássica. Pressupomos que o espaço

da mecânica newtoniana é o espaço da geometria euclidiana usual e que os postu-

lados e teoremas dessa geometria são verificáveis experimentalmente por meio de

réguas. Essa já é uma idealização extrema, pois todas as nossas réguas (assim en-

tendemos qualquer processo de se medir distância) são de precisão limitada. Além

disso, nossas medições não garantem que a geometria do espaço seja diferente se

considerarmos porções muito grandes do universo ou regi˜oes muito pequenas,

muito menores do que as dimensões atômicas. Com isso, é uma idealização radi-

cal supor que o espaço inteiro do universo obedeça à geometria euclidiana e que

podemos fazer medições de distâncias em qualquer ponto do espaço.́E particular-

mente perigoso tomarmos o limite em que distâncias vão a zero. Segue-se que são

igualmente idealizados os conceitos de sistema de eixos coordenados e de pontos

localizados relativamente a esses eixos por meio de vetores-posição. Também os

relógios disponı́veis são de uso e precisão limitados nas situações reais, de modo

que o conceito de instante de tempo e a possibilidade de medi-lo em qualquer

ponto do espaço se revelam como altamente idealizados. De qualquer modo, sem

essas suposições não é possı́vel sequer iniciar o estudo da mecânica. Qualquer

refinamento posterior não invalida usar esses conceitos pelo menos em domı́nios

restritos de fenômenos.

Em seguida temos os conceitos de partı́cula e de sistema qualquer como sendo

um conjunto de partı́culas. O conceito de partı́cula como umcorpo de dimensões

desprezı́veis em um dado problema não deve causar dificuldades, pela ressalva

de que a dimensão desprezı́vel significa que não está além da precisão dos par-

ticulares instrumentos usados em um certo problema. Mas a identificação entre

partı́cula e ponto que é de fato feita no formalismo é uma idealização radical.

No conceito de sistema como um conjunto de partes tão pequenas que podem ser

consideradas como partı́culas, também há um perigo, poisse for necessário consi-

derar as partes com dimensões subatômicas, elas não sãodescritas pela mecânica

newtoniana, mas pela mecânica quântica, como é bem sabido.

O conceito de corpo rı́gido também é aproximado, pois nossas medições das

43



distâncias entre seus pontos são feitas com precisão limitada para garantir que se-

jam exatamente invariáveis. Além disso, todos os corpos materiais são em alguma

medida deformáveis. Daı́, o conceito de corpo absolutamente rı́gido usado no for-

malismo é altamente idealizado. Em igual medida são idealizados os conceitos

de referencial, que usa os conceitos de corpo rı́gido, de réguas e de relógios, bem

como os conceitos relativos a referenciais, como posição, velocidade e aceleração

de uma partı́cula.

Obviamente, o conceito de partı́cula livre como uma partı́cula infinitamente

afastada dos outros corpos do universo é uma idealizaçãoextrema, pois afasta-

mentos observáveis podem ser relativamente enormes mas jamais infinitos. Além

disso, uma partı́cula infinitamente afastada de todos os corpos não seria observável.

Igualmente idealizado é o conceito de referencial inercial, definido a partir do con-

ceito de partı́cula livre.

Os sete princı́pios da mecânica apresentados no capı́tulo1 usam as idealizações

que acabamos de discutir e, portanto, têm caracterı́sticas idealizadas. O princı́pio

da inércia pressupõe os conceitos idealizados de referencial inercial e partı́cula

livre. O princı́pio do determinismo newtoniano usa váriosconceitos idealizados

que já descrevemos e acrescenta o de sistema isolado que, idealmente, não de-

veria sofrer nenhuma influência do restante do universo. Demodo semelhante

podem ser apreciados o princı́pio do isolamento, o da superposição e o da propor-

cionalidade das acelerações.É evidente que no princı́pio newtoniano do espaço e

tempo absolutos e no princı́pio da relatividade galileana são usadas idealizações,

mas tocam conceitos e fenômenos que ultrapassam o domı́nioda mecânica new-

toniana e qualquer comentário sobre eles também ultrapassa nossos objetivos.́E

evidente que as leis de Newton, como decorrentes dos princı́pios citados também

são afirmativas idealizadas. O mesmo podemos dizer das consequências das leis

de Newton, como os teoremas de conservação.

Para nosso estudo é de particular importância a idealizac¸ão de forças de vı́nculo.

Introduzimos o conceito de força de vı́nculo de contato entre sólidos baseada na

idealização extrema de que eles têm rigidez infinita.É natural esperar que tal con-

ceito leve em um momento ou outro a dificuldades, e o mesmo se deve dizer do

conceito de força de atrito, que depende da força vincularde contato.

Todas essas idealizações são bem conhecidas e reconhecidas e são inevitáveis.
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Sem elas não é possı́vel desenvolver os formalismos e projetar os experimentos.

O que não é claro é que os perigos decorrentes dessas idealizações sejam apenas

resultados imprecisos ou em desacordo com situações reais, mas que podem ser

melhorados para obter melhor precisão ou acordo com a realidade. Pode ocorrer

que as idealizações sejam mais perigosas do que isso. Elaspoderiam causar incon-

sistências dentro da própria teoria, com resultados provenientes da teoria violando

seus próprios postulados.

2.2 Invasores do espaço e determinismo newtoniano

O problema newtoniano mais importante é o de um sistema de partı́culas sujeitas

somente às forças gravitacionais mútuas. Se temos um sistema deN partı́culas

de massasm1,..., mN , e vetores-posição respectivosr1,..., rN , os movimentos

possı́veis do sistema são determinados pelas equações

mir̈i = −
N
∑

i6=j=1

G
mimj

|ri − rj|2
ri − rj

|ri − rj |
(i = 1, . . . , N) , (2.1)

Dizemos que ocorre colisão entre um par de partı́culasi e j se, em algum ins-

tante,ri = rj, isto é,|ri − rj| = 0. Nesse caso, há força e aceleração infinitas

nas equações de movimento (2.1), de modo que é razoável dizer que as equações

perdem sua validade e que podemos esperar movimentos estranhos. No entanto,

Poincaré e Painlevé levantaram a questão de, na ausência de colisões, poder ocor-

rer algo muito estranho: uma das partı́culas do sistema ser lançada no infinito

em um tempo finito [9]. Em linguagem muito simples, isso significa que, dado o

sistema deN partı́culas, após um intervalo de tempo finito, uma partı́cula pode

desaparecer. Mas as equações de movimento (2.1) são invariantes por inversão

temporal,t 7→ −t. Portanto, se um movimento é possı́vel, o reverso também

é. No caso em consideração, se uma partı́cula pode ser lançada no infinito em

tempo finito, isso significa que uma partı́cula pode aparecerno sistema vinda do

infinito em um tempo finito. Essas partı́culas que aparecem doinfinito são cha-

madas informalmente “invasores do espaço” [10]. Essas partı́culas violariam o

princı́pio do determinismo newtoniano, pois antes delas aparecerem não havia ne-
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nhuma afirmação sobre suas posições e velocidades que permitissem determinar

seus movimentos [10].

Painlevé demonstrou que paraN = 3, isto é, para o problema de três corpos,

não existem soluções sem colisões que permitam invasores do espaço. Além disso,

ele levantou a questão se haveria esse tipo de solução para sistemas com mais de

três corpos. Muito estudo foi dedicado a esse problema [9] até que, em 1988,

Zhihong Xia [11] demonstrou em sua tese de doutorado que em sistemas com

cinco ou mais partı́culas existem soluções com invasoresdo espaço [12].

A existência das soluções com invasores do espaço baseia-se na lei de gravitação

entre partı́culas no sentido idealizado da palavra, isto é, não apenas corpúsculos

de dimensões aproximadamente nulas, mas extritamente nulas, isto é, massas con-

centradas em pontos geométricos. Podemos supor que a violação do determinismo

newtoniano nas soluções com invasores do espaço se deva `a idealização excessiva

contida na formulação usual da lei de gravitação universal. Não podemos apro-

fundar nesse problema por ultrapassar de longe os objetivosde nosso estudo e

remetemos o leitor interessado em mais detalhes às referências citadas.

2.3 Teorema de Cauchy e determinismo newtoniano

Vimos no capı́tulo 1 que o princı́pio do determinismo newtoniano implica nas

equações de movimento para um sistema de partı́culas,

miai = Fi(r1, . . . , rN ;v1, . . . ,vN ; t) (i = 1, . . . , N) . (2.2)

As soluções dessas equações dão os movimentos possı́veis do sistema e, pelo

princı́pio do determinismo newtoniano, existe uma e somente uma solução que

satisfaz uma condição inicial dada em um instante arbitr´ario t0. Se a condição ini-

cial é que no instantet0 o sistema tenha configuração(r10, . . . , rN0) e distribuição

de velocidades(v10, . . . ,vN0), o princı́pio exige que exista uma e somente uma

solução, dada porr1 = φ1(t),...,rN = φN(t), tal que

r10 = φ1(t0), ..., rN0 = φN(t0) e v10 = φ̇1(t0), ..., vN0 = φ̇N(t0) . (2.3)
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É comum escrever essa condição inicial na forma

r1|t=t0
= r10, ..., rN |t=t0

= rN0 e v1|t=t0
= v10, ..., vN |t=t0

= vN0 . (2.4)

Mas é bem conhecido [5] (tomo I, pág. 230) que nem todo sistema de equações

diferenciais satisfaz essa propriedade e quais são as condições para que satisfaça.

As condições são dadas peloteorema de Cauchy[13] (pág. 104): as funções

Fix, Fiy eFiz (i = 1, . . . , N) que definem as equações diferenciais (2.2) devem

ter derivadas contı́nuas em relação a todas a suas variáveis nas vizinhaças do ponto

(r10, . . . , rN0;v10, . . . ,vN0; t0).

Se as funçõesFix, Fiy e Fiz (i = 1, . . . , N) não satisfazem as condições do

teorema de Cauchy, as equações diferenciais (2.2) podem violar o princı́pio do

determinismo newtoniano, não exibindo nenhuma soluçãoou exibindo mais de

uma para uma dada condição inicial (2.4). Um exemplo simples e espetacular de

violação é dado por Painlevé [5] (tomo I, pág. 230). Nesse exemplo, supomos

que uma partı́cula de massam seja repelida da origem por uma força resultante

proporcional à raı́z cúbica da distância da partı́cula `a origem. Nesse casoF =

F(r) = k r1/3r̂ (k > 0), e as equações de movimento (2.2) tomam a forma

ma = F(r) = k r1/3r̂ (k > 0) . (2.5)

Notemos que a força tem valores bem definidos em todos os pontos do espaço,

inclusive na origem. Vamos postular como condição inicial a partı́cula em repouso

na origem no instantet0,

r0 = φ(t0) = 0 e v0 = φ̇(t0) = 0 . (2.6)

Obviamente, uma solução possı́vel do problema consiste em ter a partı́cula sempre

em repouso na origem. Denotando a função-movimento correspondente porφ0,

temos

φ0(t) = 0 . (2.7)

É trivial verificar queφ0 satisfaz à equação de movimento (2.5) e à condição

47



inicial (2.6). Agora, mostraremos que essa não é a única solução, mas que existe

uma infinidade de outras soluções, na forma de movimentos retilı́neos partindo

da origem em uma direção fixa dada por um unitárior̂. Portanto vamos procurar

outros movimentos nos quais

r = r r̂ (r̂ = constante) , (2.8)

de modo que apenasr mude com o tempo. Nesses movimentos retilı́neos pura-

mente radiais,v = (dr/dt)r̂ = vr̂ e dv/dt = (dv/dt)r̂. Para encontrar esses

movimentos, multiplicamos ambos os membros de (2.5) escalarmente porv e

obtemos

dv

dt
· v =

k

m
r1/3r̂ · v , (2.9)

donde

dv

dt
v =

k

m
r1/3dr

dt
. (2.10)

donde

d

dt

(

v2

2

)

=
d

dt

(

k

m

r4/3

4/3

)

. (2.11)

ou seja,

v2

2
=

k

m

r4/3

4/3
+ constante. (2.12)

Impondo a essa igualdade as condições iniciais (2.6), obtemos

v2

2
=

k

m

r4/3

4/3
. (2.13)

Portanto,

(

dr

dt

)2

=
3k

2m
r4/3 . (2.14)
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Podemos tomar a raiz quadrada dos dois membros dessa equaç˜ao e nos limitarmos

à raiz positiva, de modo que

dr

dt
=

(

3k

2m

)1/2

r2/3 . (2.15)

Integrando essa equação do instantet0 ao instantet, obtemos

r =

(

k

6m

)3/2

(t− t0)
3 , (2.16)

que é uma expressão válida parat ≥ t0, já quer ≥ 0. Levando esse resultado em

(2.8) obtemos o movimento retilı́neo na direçãor̂,

r =

(

k

6m

)3/2

(t− t0)
3 r̂ (r̂ = constante et ≥ t0) . (2.17)

Podemos estender essa função parat < t0, supondo que a partı́cula estava em

repouso antes det = t0. Denotando a função-movimento correspondente porφr̂,

temos

r = φr̂(t) =

{

0 se t < t0 ,
(

k
6m

)3/2
(t− t0)

3 r̂ se t ≥ t0 .
(r̂ = constante) . (2.18)

É fácil verificar queφr̂ satisfaz à equação de movimento (2.5) e à condição inicial

(2.6) para qualquer̂r constante. Portanto, para uma dada condição inicial (2.6),

existe mais de um movimento possı́vel da partı́cula. Basta tomar um par de movi-

mentos para demonstrar essa violação do princı́pio do determinismo newtoniano,

por exemploφ0 em (2.7), no qual a partı́cula está em repouso antes det = t0 e

permanece em repouso a partir desse instante, eφr̂ com um determinadôr em

(2.18), no qual a partı́cula está em repouso antes det = t0 e começa um movi-

mento retilı́neo se afastando da origem na direção fixar̂ a partir do instantet = t0.

Como para cadâr constante há um movimento possı́vel em (2.18) podemos exibir

infinitos movimentos possı́veis para a partı́cula a partir da condição inicial (2.6),

o movimentoφ0 e os infinitos diferentes movimentosφr̂ obtidos escolhendo os

infinitos r̂ possı́veis.
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Vemos que a suposição de que existe uma forçaF = F(r) = k r1/3r̂ (k > 0) e,

consequentemente, uma equação de movimento (2.5) leva a resultados estranhos.

O primeiro é a violação do determinismo newtoniano: há mais de um movimento

possı́vel a partir de uma dada condição inicial (2.6). Isso significa que a partı́cula

que estava parada na origem nos instantes anteriores at0, pode continuar parada

depois desse instante ou começar nesse instante um movimento retilı́neo de afas-

tamento da origem em uma direção e sentido quaisquer. Comoo instante inicial

t0 é arbitrário, isso significa que a qualquer instante a partı́cula pode começar seu

movimento retilı́neo de afastamento da origem. Em linguagem pitoresca, é como

se a partı́cula pudesse escolher entre continuar em repousona origem ou sair em

movimento retilı́neo da origem e, nesse caso, ainda pudesseescolher qual direção

e sentido tomaria para o movimento retilı́neo e, também o instante em que sai da

origem. Além disso, é estranho que nos movimentos retilı́neos (2.18) em que sai

da origem, a partı́cula começa o movimento a partir do repouso com força nula,

já que na origemF = 0. Esses movimentos contrariam também as condições de

equilı́brio usuais.

Todas as caracterı́sticas estranhas do problema em questão se devem ao fato de

que a força resultante na equação de movimento (2.5) nãosatisfaz às exigências

do teorema de Cauchy. De fato, as derivadas das componentes da força não são

definidas na posição inicial, como exigido pelo teorema deCauchy, embora a

própria força seja contı́nua nessa posição. Para verificar isso, basta tomar o caso

particular em quer = xx̂ e calcular a derivada em relação ax deFx. Nesse caso,

a derivada deFx em relação ax não é definida na origem,

Fx = k x1/3, donde
∂Fx

∂x
=
k

3

1

x2/3
e
∂Fx

∂x
→ ∞ quandox→ 0 . (2.19)

Se as caracterı́sticas estranhas do problema, que não esperamos encontrar nas

situações reais, são consequências da violação das condições de Cauchy, podemos

postular que forças na mecânica newtoniana devem obrigatóriamente satisfazer as

condições de Cauchy. Nesse caso, uma expressão comoF = k r1/3r̂ (k > 0) é

simplesmente descartada como uma possı́vel força dentro da mecânica newtoni-

ana. No entanto, esse simples descartar de expressões que violam as condições

de Cauchy não é uma solução satisfatória, pois com a idealização de situações

50



concretas usalmente aceita na mecânica newtoniana é possı́vel obter forças com

expressões que violam as condições de Cauchy, como veremos na seção seguinte.

2.4 O domo de Norton

Em 2003 John D. Norton [14] apresentou o problema de uma part´ıcula em repouso

no ápice de um domo sujeita somente ao seu peso como força dada, e à reação

normal do domo como força de vinculo (conferir, também [15]). As equações de

movimento desse sistema violam a condição de Cauchy e dãoorigem a diversos

movimentos possı́veis para uma partı́cula em repouso no ápice do domo. Nesse

caso estamos diante do problema de uma situação concreta que viola o princı́pio

do determinismo newtoniano. Como veremos, essa violaçãoocorre devida ao

particular formato rı́gido apresentado pelo domo, que podemos denominardomo

de Norton.

Para definir o domo de Norton, começamos por especificar uma curva em um

plano vertical. Usamos um sistema de eixos com o eixoOZ vertical apontando

para baixo e consideramos um plano vertical qualquer que passa pelo eixoOZ.

Para simplificar podemos tomar esse plano como sendoOXZ, como indica a

figura 2.1. A curva a ser considerada é definida em representação paramétrica

como [16]

x =
2L

3

[

1 −
(

1 − s

L

)3/2
]

, z =
2

3
√
L
s3/2 (0 ≤ s < L) , (2.20)

onde o parâmetros é o comprimento de arco da curva, isto é, o espaço percorrido,

a partir da origem do sistema de eixos eL seu valor máximo. Para nossos objetivos

basta considerar um trecho da curva até algum ponto coms > 0 e menor do que

L. O domo é a superfı́cie de revolução gerada pela rotação dessa curva em torno

do eixoOZ como indica a figura 2.2. Supomos o domo perfeitamente rı́gido, para

manter a forma que o define, e perfeitamente liso, de modo que aúnica força que

exerce sobre uma partı́cula sobre ele é a força de vı́nculonormal.

Consideremos uma partı́cula de massam que pode deslizar sem atrito sobre a

superfı́cie do domo. Como as forças sobre ela são o peso e a normalN exercida
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Figura 2.1: Aspecto da curva geratriz do domo de Norton.

pelo domo, obtemos pela segunda lei de Newton a equação de movimento

ma = mg + N . (2.21)

Escolhemos como condição inicial a partı́cula em repousono topo do domo no

instantet0. Portanto, a condição inicial é

r0 = 0 e v0 = 0 . (2.22)

Uma solução óbvia para o problema é que a partı́cula permaneça em repouso

no topo do domo. Denotando a função-movimento correspondente porφ0, temos

φ0(t) = 0 . (2.23)

É trivial verificar queφ0 satisfaz à equação de movimento (2.21), com a normal

assumindo o valor que anula o peso, isto éN = −mg, e satisfaz a condição
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inicial (2.22). Portanto o problema fica totalmente resolvido com o movimento

determinado e a força de vı́nculo obtida. Agora veremos queesse não é o único

movimento possı́vel.

Vamos mostrar que é possı́vel um movimento da partı́cula aolongo de cada

curva geratriz do domo. Já que se trata de movimento ao longode uma trajetória

especificada, convém usar as grandezas cinemáticas associadas à trajetória. Po-

demos identificar cada geratriz pelo seu vetor tangente no topo, que denotaremos

poru0, conforme indicado na figura 2.2.

Suponhamos que a partı́cula deslize sobre o domo ao longo de uma geratriz

identificada poru0 e consideremos que esteja em uma posição arbitrária emt >

t0, como indicado na figura 2.2. A segunda lei de Newton (2.21) nos fornece as

equações

ms̈ = mg senθ e N −mg cos θ = m
ṡ2

ρ
, (2.24)

ondeθ é o ângulo entre a normal e a vertical, como indicado na figura 2.2,s é

o comprimento de espaço percorrido ao longo da geratriz desde o topo do domo,

ṡ a velocidade escalar da partı́cula eρ o raio de curvatura da geratriz, tais como

definidos na seção 1.2.

Usando a representação paramétrica (2.20) da trajetória, obtemos

senθ =
dz

ds
=
( s

L

)1/2

, cos θ =
dx

ds
=
(

1 − s

L

)1/2

. (2.25)

Usando essa expressão do seno na primeira equação de movimento em (2.24),

obtemos

s̈ =
g√
L
s1/2 . (2.26)

Multiplicando os dois membros dessa equação porṡ, que supomos diferente de

zero, obtemoṡss̈ = (g/
√
L)s1/2ṡ, donde

d

dt

(

ṡ2

2

)

=
d

dt

(

2g

3
√
L
s3/2

)

. (2.27)
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Figura 2.2: Partı́cula descendo ao longo de uma geratriz no domo de Norton.

Integrando ambos os membros do instantet0 ao instante arbitráriot, obtemos

ṡ2

2
− ṡ2

2

∣

∣

∣

∣

t=t0

=
2g

3
√
L
s3/2 − 2g

3
√
L
s3/2

∣

∣

∣

∣

t=t0

. (2.28)

Agora, impomos a condição inicial (2.22) a essa expressão. Naturalmente,r0 = 0

ev0 = 0 significam ques = 0 e ṡ = 0 no instantet = t0. Com isso, obtemos de

(2.28)

ṡ2

2
=

2g

3
√
L
s3/2 . (2.29)

Tomando a raiz quadrada de ambos os termos, obtemos

ṡ =
ds

dt
=

√

4g

3
√
L
s3/4 . (2.30)

Separando as variáveis nessa expressão e integrando do instante inicialt0 ao ins-
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tante arbitráriot, obtemos

∫ s

0

s−3/4 ds =

∫ t

t0

√

4g

3
√
L
dt . (2.31)

onde o limite inferior da primeira integral se deve à hipótese de ques = 0 no

instante inicialt0. Obtemoss1/4 =
√

[g/(12
√
L)](t− t0), isto é

s =

(

g

12
√
L

)2

(t− t0)
4 . (2.32)

Esse é um movimento de deslizamento ao longo de uma geratrizdo domo. Para

obtê-lo fizemos algumas escolhas, comoṡ > 0, mas o que tem realmente im-

portância é se ele satisfaz à equação de movimento do problema, a primeira

equação em (2.24), e à condição inicial (2.22). Notemos que a segunda equação

em (2.24) determina a normal a partir do movimento conhecido. Para que tudo

fique explicito voltaremos a ela posteriormente. Agora, em (2.32) temos um movi-

mento ao longo da geratriz identificada pelo vetor unitáriou0 e podemos verificar

que, de fato, ele satisfaz à equação de movimento (2.24),e à condição inicial

(2.22) parat ≥ t0 e antes do término do domo (lembremo-nos que o domo deve

terminar antes des = L). Representando esse movimento possı́vel da partı́cula

porϕu0
, temos,

s = ϕu0
(t) =

(

g

12
√
L

)2

(t− t0)
4 . (2.33)

Portanto, dada a equação de movimento (2.21) e a condição inicial (2.22) temos

dois movimentos possı́veis,φ0 em (2.23), no qual a partı́cula permanece em re-

pouso no topo do domo depois do instantet0, eϕu0
em (2.33), no qual a partı́cula

abandona o topo no instantet0 na direção do unitáriou0 e desliza ao longo da ge-

ratriz do domo que se inicia no topo nessa direção. A existˆencia desses dois movi-

mentos viola o princı́pio do determinismo newtoniano. Na verdade, como o vetor

u0 é arbitrário, temos infinitas direções no topo do domo emque o movimento de

deslizamento pode começar, cada um correspondendo ao deslizamento ao longo

de cada uma das geratrizes do domo. Portanto, para uma mesma condição ini-
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cial, há uma infinidade de movimentos possı́veis, que englobam a possibilidade

da partı́cula ficar parada no topo do domo ou deslizar ao longode uma das suas

infinitas geratrizes. Além disso, como o instantet0 é arbitrário, a possibilidade da

partı́cula permanecer parada no topo ou começar a deslizarpode ocorrer a qual-

quer momento. Também na condição inicial a partı́cula está parada no topo e sofre

força total nula, pois peso e normal se cancelam. Ainda assim, ela pode sair do

equilı́brio e começar a deslizar ao longo de qualquer geratriz.

Novamente temos resultados estranhos obtidos de uma equação de movimento

newtoniana. Além disso, agora não podemos dizer, simplesmente, que tal força

não pode existir porque leva à violação das condiçõesde Cauchy, pois tal força

não foi arbitrariamente postulada. De fato, foi obtida a partir de uma situação con-

creta, com as idealizações usuais da mecânica newtoniana. De fato, na equação

(2.26) a condição de Cauchy é violada, pois a derivada do membro direito em

relação as não é contı́nua ems = 0, no ponto em que tomamos a condição ini-

cial. Mas a força que deu origem a essa equação foi de fato obtida do domo que,

em princı́pio pode ser construido de um material rı́gido, e idealizado como per-

feitamente rı́gido, como é comum fazer nos problemas de mecânica newtoniana.

De fato estamos acostumados a resolver problemas de blocos deslizando em pla-

nos inclinados em que ambos são idealizados como perfeitamente rı́gidos, sem

obter resultados estranhos. Mas é exatamente esse o ponto sobre o qual deseja-

mos chamar a atenção. Idealizações que são úteis e não geram dificuldades em

muitos casos, em alguns pode ser a causa de resultados que violam princı́pios fun-

damentais da mecânica. O domo é um exemplo onde é simples vermos isso. Com

efeito, se levarmos em conta que a rigidez perfeita do domo éuma idealização

excessiva, que alguma deformação sempre ocorre, por mı́nima que seja, pode-

mos supor que a partı́cula sobre o seu topo cause nele uma deformação devida às

forças de contato trocadas entre eles. Admitindo essa deformação o domo em seu

topo não mais terá a forma dada por (2.20) e que leva à violação do determinismo

newtoniano. Com a deformação no topo pode ocorrer que a partı́cula permaneça

sempre no topo, sem deslizar jamais. A demonstração rigorosa de que isso salva o

princı́pio do determinismo newtoniano pode ser bastante complicada [17] e foge

aos nossos objetivos. Provavelmente deverı́amos levar em conta que o conceito de

partı́cula também é uma idealização excessiva e deve ser substituı́do pelo modelo
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de uma bolinha que também sofre deformações. De qualquermodo a lição pode

ser tirada: as idealizações usuais podem levar a problemas em que as equações de

movimento não obedecem às condições de Cauchy.

Para completar a solução do problema, vamos obter a forçade vı́nculo normal

para todos os movimentos possı́veis da partı́cula no domo. Naturalmente, para o

movimento (2.23), no qual a partı́cula permanece em repousono topo do domo, na

segunda equação em (2.24)θ = 0 e ṡ = 0, de modo que ela se reduz aN = mg.

Portanto, a normal é vertical e de mesmo módulo que o peso,N = −mg. Para

o movimento (2.33), com a partı́cula deslizando, a normal tem em cada posição

direção perpendicular ao domo, sentido apontando para fora do domo e módulo

que também calculamos a partir da segunda equação em (2.24). De fato, essa

equação nos forneceN em função decos θ, ṡ e do raio de curvaturaρ. Temos

cos θ e ṡ em função des em (2.25) e (2.30). Usando a definição deρ e uT dadas

na seção 1.2, obtemos

1

ρ2
=

∣

∣

∣

∣

duT

ds

∣

∣

∣

∣

2

=

∣

∣

∣

∣

d2r

ds2

∣

∣

∣

∣

2

=

(

d2x

ds2

)2

+

(

d2z

ds2

)2

(2.34)

Derivando as expressões em (2.25), obtemos

d2x

ds2
= − 1

2L

(

1 − s

L

)−1/2

,
d2z

ds2
=

1

2L

( s

L

)−1/2

. (2.35)

Substituindo esses resultados em (2.34) e simplificando, chegamos a

ρ = 2L

√

L− s

2L− s
. (2.36)

Usando essa expressão, (2.25) e (2.30) na segunda equação em (2.24), obtemos

N = mg

[

√

1 − s

L
+

2

3

( s

L

)3/2

√

2 − (s/L)

1 − (s/L)

]

. (2.37)

Essa expressão nos fornece a normal em qualquer ponto da trajetória seguida pela

partı́cula. Para se obter a normal em função do tempo, basta substituir em (2.37)

a expressão des em função do tempo dada por (2.33). Notemos que paras = 0
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a expressão (2.37) se reduz aN = mg, que é o valor esperado no topo do domo.

Com esse cálculo da normal fica completa a solução do problema do domo de

Norton.

Notemos que o domo de Norton é definido pela representaçãoparamétricar =

γ(s) da geratriz dada em (2.20). Com a escolha dos eixosOXZ no plano da ge-

ratriz, a representação paramétrica pode ser escrita comox = γx(s) e z = γz(s).

Examinando os cálculos anteriores, podemos ver que a violação do determinismo

newtoniano se deve às caracterı́sticas da relaçãoz = γz(s) = 2s3/2/(3
√
L). No

entanto, outras curvas geratrizes podem apresentar as caracterı́sticas que definam

um domo que leve à violação do determinismo newtoniano. Não é difı́cil encon-

trar tais caracterı́sticas. De fato, vamos supor que a geratriz seja dada pela seguinte

representação paramétrica, comOXZ no plano da geratriz eOZ vertical apon-

tando para baixo,

x = γx(s) e z = γz(s) (0 ≤ s < L) (2.38)

ondeL é um comprimento que define o domı́nio de variação possı́vel do espaço

percorridos. O domo generalizado é a superfı́cie de revolução em torno do eixo

OZ , que tem a curva (2.38) como geratriz. Por simplicidade, vamos concentrar

nossa atenção em uma geratriz e examinar os possı́veis movimentos ao longo dela.

Da segunda lei de Newton obtemos para a aceleração tangencial ms̈ = mg senθ,

onde senθ = dz/ds = γ′z(s), isto é,

s̈ = gγ′z(s) . (2.39)

Desejamos resolver essa equação diferencial para a condição inicial

s|t=t0
= 0 e ṡ|t=t0

= 0 . (2.40)

Essa condição corresponde a uma partı́cula em repouso na origem da curva (s =

0) no instantet0. A funçãoϕ0 que corresponde à particula continuar em repouso

em um intervalo apóst0, é dada por

s = ϕ0(t) = 0(t0 ≤ t < t′) , (2.41)
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para algumt′ > 0 (ϕ0(t
′) < L). Obviamente, ela satisfaz à condição inicial (2.40).

Também é trivial verificar que ela satisfaz à equação demovimento (2.39) se, e

somente se,

γ′z(0) = 0 . (2.42)

Agora, vamos procurar pelas condições de existência de outro movimento possı́vel.

Supondoṡ 6= 0 parat > t0, multiplicando ambos os membros de (2.39) porṡ e

integrando a equação resultante det0 a t arbitrário, obtemos

ṡ2 = 2g[γz(s) − γz(0)] . (2.43)

Sendoṡ2 ≥ 0, essa equação é valida se, e somente se,

γz(s) ≥ γz(0) . (2.44)

Supondo tal condição satisfeita, tomando a raiz quadradapositiva de ambos os

membros de (2.43), separando as variáveis, integrando a equação resultante de

t0 a t arbitrário e impondo a condição inicial (2.40) nos limites de integração

obtemos
∫ s

0

ds′

[γz(s′) − γz(0)]1/2
=
√

2g(t− t0) . (2.45)

O membro esquerdo dessa equação é uma função des. Portanto, a equação define

t como função des. Supondo queγz é tal que essa função tenha inversaϕ em um

intervalot0 ≤ t < t′′ (t′′ e (ϕ(t′′) < L)), obtemos

s = ϕ(t) = 0 (t0 ≤ t < t′′) , (2.46)

É fácil verificar que essa função satisfaz à equação demovimento (2.39) e à

condição inicial (2.40). Portanto, é um movimento poss´ıvel. Tomemost1 como

um valor positivo menor do quet′ e t′′. Comoϕ em (2.46) é certamente dis-

tinto do movimentoϕ0 em (2.41), temos dois movimentos possı́veis no intervalo

t0 ≤ t < t1 para a partı́cula, ambos com a mesma condição inicial. Portanto,
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há violação do determinismo newtoniano.É claro que, na verdade, há infinitos

movimentos possı́veis,ϕ0 e um movimentoϕ ao longo de cada uma das infini-

tas geratrizes desse domo generalizado. Recolhendo as condições para obter a

violação do determinismo newtoniano, podemos enunciar oresultado a seguir.

Seja um sistema de eixo comOZ vertical para baixo e um domo obtido como

superf́ıcie de revoluç̃ao em torno deOZ com geratrizr = γ(s) (0 ≤ s < L). Seja

uma part́ıcula em repouso no topo do domo no instantet0. A part́ıcula tem mais

de um movimento possı́vel a partir dessa condiç̃ao inicial se forem satisfeitas as

condiç̃oes (i)γz(s) ≥ γz(0), (ii) γ′z(0) = 0 e (iii) a integral em (2.45) define uma

funç̃ao (2.46).

Vamos aplicar esse resultado ao caso partı́cular em que a função geratriz que

definez é proporcional a uma potência arbitrária de espaço percorrido,

z = γz(s) =
α

Ln−1
sn (0 ≤ s < L) (2.47)

onden é um número real eα eL números reais positivos, o primeiro adimensional

e L com dimensão de comprimento (L pode ser importante nas outras equações

da representação paramétrica da geratriz). A condição (i), γz(s) ≥ γz(0), é trivi-

almente satisfeita por (2.47) e a condição (ii),γ′z(0) = 0, é satisfeita se, e somente

se,n > 1. A condição (iii), que a integral em (2.45) defina uma função (2.46), é

satisfeita se, e somente sen < 2. Nesse caso a função obtida é

s = φ(t) =

(

2 − n

2Ln/2

√

2αgL

)
2

2−n

(t− t0)
2

2−n (1 < n < 2) . (2.48)

No caso do domo de Norton (2.20), temosα = 2/3 en = 3/2 em (2.47) e, como

consequência, (2.48) se reduz a (2.33), como esperado. A classe de soluções

que generalizam o problema de Norton coincide com a obtida anteriormente por

Malament [16].

Para discusões mais aprofundadas do domo de Norton e do indeterminismo

em fı́sica, que ultrapassam nossos objetivos didáticos, remetemos o leitor aos tra-

balhos já citados [14–17], às referências neles contidas e, em especial, ao artigo

de Kosiakov, onde é discutido o domo de Norton e a questão doindeterminismo

no eletromagnetismo [18], ao artigo de Wilson [19], onde é apresentada uma ex-
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tensa discusão sobre determinismo e ao artigo de Fletcher [20], para uma discusão

recente do domo de Norton. (É curioso saber que o domo de Norton é discutido

também no youtube [21], embora essa citação não signifique uma recomendação.)

No próximo capı́tulo trataremos de violações do determinismo newtoniano

devidas a forças de atrito cinético.
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Caṕıtulo 3

Incompatibilidade entre as leis

emṕıricas do atrito e o determinismo

newtoniano

Neste capı́tulo apresentamos o tema principal de nosso estudo, a incompatibi-

lidade entre as leis empı́ricas do atrito e o determinismo newtoniano, tal como

apresentada por Painlevé em diversas publicações. PaulPainlevé (1863-1933)

teve uma biografia incomum. Foi fı́sico e matemático com umaabordagem crı́tica

de teorias bem aceitas em seu tempo, como a mecânica newtoniana e mesmo a

relatividade de Einstein, foi professor na universidade deLille e ensinou também

na Sorbonne, náEcole Polytechnique, no Collège de France e naÉcole Normale

Supérieure e, em 1900, foi eleito membro da Académie des Sciences. Além de

suas atividades cientı́ficas, dedicou-se seriamente à polı́tica, tendo sido por duas

vezes primeiro ministro da república francesa, uma delas em 1917, durante a pri-

meira guerra mundial. Suas exposições sobre os axiomas damecânica clássica

são cuidadosas e crı́ticas (conferir, por exemplo, sua obra Les axiomes de la

mécaniquepublicada em 1922 [22]).

A incompatibilidade entre as leis empı́ricas do atrito e o determinismo new-

toniano foi assinalada pela primeira vez por Painlevé em umcurso ministrado na

Facult́e de Science de Parisem 1895 [1] e em uma nota apresentada no mesmo

ano naAcad́emie de Sciences de Paris[2]. Essa incompatibilidade foi mostrada
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por Painlevé por meio de exemplos simples. Posteriormenteoutros exemplos fo-

ram apresentados por Mayer em 1901 [23]. O trabalho de Painlevé motivou novas

pesquisas experimentais sobre as leis do atrito [24] e muitas tentativas de eliminar

a contradição que seus exemplos mostravam entre as leis doatrito e o determi-

nismo newtoniano [25–27] [28]. Ainda recentemente o trabalho de Painlevé tem

atraido atenção (conferir, por exemplo [29, 30] e suas referencias). As tentativas

de eliminar a contradição dos exemplos de Painlevé se baseiam em diminuir as

idealizações supostas por Painlevé, como por exemplo supor que os corpos pre-

sentes não são absolutamente rı́gidos, isto é, apresentam alguma elasticidade, ou

que os trilhos ou guias que implementam os vı́nculos permitem um certo jogo

na partı́cula vinculada e assim por diante. Essas tentativas fogem ao nosso in-

teresse por dois motivos. Em primeiro lugar porque nosso objetivo é chamar a

atenção para os problemas decorrentes das idealizações, e não mostrar que os

problemas podem ser eliminados se abrirmos mão da idealizações. Em segundo

porque explicações em nı́vel muito avançado fogem de nossos objetivos didáticos.

É importante notar que as violações do determinismo newtoniando apresentados

por Painlevé não se devem à violação das condições deCauchy, pelo menos na

forma usual dessas condições, mas ao fato de que as reações vinculares normais

que dão origem ao atrito dependerem do coeficiente de atritoe desse ser relativa-

mente grande, como veremos a seguir.

Esse capı́tulo se constitui essencialmente de três exemplos de incompatibili-

dade entre as leis empı́ricas do atrito e o determinismo newtoniano devidos a Pain-

levé. O primeiro é uma versão simplificada (conferir o artigo de Klein em [28]

e [31, 32]) do problema de um haltere em duas guias apresentado nas página 93

e seguintes de suas liçoes de 1895 [1]. O segundo é o de um pêndulo com pivô

deslizante (conferir página 97 e seguintes das lições dePainlevé [1]), para o qual

seguimos a exposição de Appel [3]. O terceiro é o da roda com centro de massa

excêntico, para o qual seguimos a exposição do próprio Painlevé nas páginas 657

e seguintes de seu tratado de mecânica racional de 1929 [5].
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3.1 As leis emṕıricas do atrito

Existe uma enormidade de leis empı́ricas de atrito de grandecomplexidade. Nosso

interesse aqui é nas leis simplificadas do atrito de deslizamento entre superfı́cies

secas atribuı́das a Coulomb. Além disso, nos restringimosao caso de superfı́cies

de corpos perfeitamente rı́gidos. Então, o que chamamosleis emṕıricas do atrito

são descritas como a seguir (conferir, por exemplo, página 640 e seguintes do

tratado de mecânica racional de Painlevé [5]).

S ′

S

R

R′

P

P ′
v

f

N

Figura 3.1: Dois corpos rı́gidos com um ponto de contato e as forças normal e de
atrito.

Sejam dois corpos perfeitamente rı́gidosR e R′ com superfı́cies respectivas

S eS ′. Os contatos entre os dois corpos se faz pelo contato da part´ıcula no ponto

P de S com a partı́cula no pontoP ′ de S ′, conforme ilustrado na figura 3.1.

Geometricamente, esses pontos se confundem e por eles passao plano tangente e

a reta normal a ambas as superfı́ciesS e S ′. A força de reaçãoR exercida pelo

corpo rı́gidoR′ sobre o pontoP deR tem duas componentes, uma forçaN na

direção normal apontando deR′ paraR e uma forçaf no plano tangente, de modo

queR = N + f . ChamamosN força normal e f força tangencial, ouforça de

atrito . Quandof 6= 0 dizemos que há atrito entre as superfı́ciesS eS ′.

Dizemos que há deslizamento deS sobreS ′ se a velocidadev deP relativa

a P ′ está no plano tangente e é diferente de zero. Chamamosv velocidade de
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deslizamentodeS sobreS ′ (ou deR sobreR′). Se há deslizamentof é chamada

força de atrito cinético. Ela tem a direção da velocidade de deslizamentov, sen-

tido oposto e módulo proporcional ao módulo da força normal, sendo a constante

de proporcionalidade uma caracterı́stica apenas da natureza das superfı́cies em

contato chamadacoeficiente de atrito cińetico. Denotando esse coeficiente por

µ, temos

|f | = µ |N| . (3.1)

Seja um eixo na direção da velocidade instantânea de deslizamentov e sejau

o unitário ao longo desse eixo apontando no seu sentido convencional positivo.

Então, podemos escreverv = vu e f = fu, ondev e f denotam as componentes

da velocidade e da força de atrito ao longo desse eixo (e nãoseus respectivos

módulos). Usando essa componentes, podemos escrever

f = − sgn(v)µ |N| , (3.2)

onde usamos a definição dafunção sinal sgn,

sgn : R −→ R

: x 7−→ sgn(x) , (3.3)

sendo que

sgn(x) =











−1 se x < 0 ,

0 se x = 0 ,

1 se x > 0 .

(3.4)

É difı́cil exagerar o quanto o uso dessa função facilita asanálises dos exemplos de

Painlevé. Uma simples comparação entre o tratamento dasfontes originais que ci-

tamos e o tratamento que apresentamos usando a função sinal, mostra claramente

a utilidade dessa última. As propriedades da função sinal são muito simples de se

entender e de se demonstrar. Listamos algumas a seguir. (i)sgn(x+y) = sgn(x)

se|x| > |y|; (ii) sgn(xy) = sgn(x) sgn(y). (iii) sgn(1/x) = sgn(x) sex 6= 0;

(iv) sgn(x) = x sex = ±1 ou sex = 0; (v) x = sgn(x) |x|; (vi) sgn(x) = x/|x|
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sex 6= 0.

Se a velocidade de deslizamento é nula,v = 0, f é chamadaforça de atrito

est́atico. Nesse caso a forçaf tem um valor máximo para o módulo proporcio-

nal à normal, sendo a constante de proporcionalidade uma caracterı́stica apenas

da natureza das superfı́cies em contato chamadacoeficiente de atrito est́atico.

Denotando esse coeficiente porµ0, temos

|f | ≤ µ0 |N| . (3.5)

De resto o módulo, a direção e o sentido da força de atritoestático são os ne-

cessários para assegurar o valor nulo da velocidade de deslizamento. Em geral, o

coeficiente de atrito estático é levemente superior ao cinético.

Se há mais de um ponto de contato entre dois sólidos, aplicamos a cada um

deles as leis descritas anteriormente.

3.2 Haltere deslizante em trilhos paralelos

3.2.1 Enunciado do problema

Seja um haltere de comprimentoL com massas iguais am, isto é, uma barra de

comprimentoL e massa desprezı́vel com duas bolinhas de mesma massam presas

em suas extremidades. Consideramos que as bolinhas estão sobre uma mesa lisa

horizontal, de modo que seus pesos são cancelados pelas normais exercidas pela

mesa e os movimentos das bolinhas se processam no plano da mesa. Além disso

as bolinhas deslizam dentro de dois trilhos paralelos presos à mesa e separados

por uma distância menor do queL; o menor ângulo que a barra faz com os trilhos

é θ (0 < θ < π/2). O coeficiente de atrito entre uma das bolinhas e o trilho que

a guia éµ e a outra bolinha não tem atrito com o outro trilho. Para facilitar a

discussão, a bolinha que tem atrito com o trilho será chamada primeira bolinha e

a outra, segunda bolinha. Finalmente, supomos que a primeira bolinha sofre uma

força constante dadaF, na direção do trilho. Podemos considerarF exercida por

meio de um fio preso na bolinha e puxado ao longo do trilho.

Vamos escolher o eixoOX ao longo do trilho em que está a primeira bolinha,
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de modo que o ângulo entre esse eixo e a barra sejaθ, e o eixoOY também

no plano dos trilhos e apontando para o trilho em que está a segunda bolinha,

como indicado na figura 3.2. Sejax a posição da primeira bolinha no eixoOX ;

a posição da segunda bolinha é, naturalmente,x + L cos θ. Dado um movimento

da primeira bolinha no eixoOX , o movimento da segunda e do sistema inteiro

fica univocamente determinado. Do mesmo modo, para especificar a condição

inicial do sistema, basta dar a condição inicial da primeira bolinha. Não há perda

de generalidade se tomarmos sua posição inicial como sendo a origem; como sua

velocidade inicial ao longo do eixoOX tomamos uma constante arbitráriav0, que

pode ser positiva, negativa ou nula. Desse modo, seφ é o movimento da primeira

bolinha,

φ(0) = 0 e φ̇(0) = v0 . (3.6)

Desejamos determinar o movimento subsequente do altere comas bolinhas, isto

é, encontrar o movimentoφ que obedece a condição inicial dada (3.6).

No problema originalmente proposto por Painlevé [1], há atrito das duas boli-

nhas com os dois trilhos, com coeficientes diferentesµ eµ′, e ambas são puxadas

por forças horizontais de componentesF eF ′ ao longo deOX . A versão simpli-

ficada que apresentamos retém as caracterı́sticas essencias da versão original e se

deve a Klein (conferir o seu artigo em [28] e [31,32]).

3.2.2 Aplicaç̃ao das leis da meĉanica ao problema

As forças que agem na primeira bolinha são a força aplicada constanteF, a força

da barra e a força do trilho. A força aplicadaF tem componente apenas ao longo

de OX , que denotamos porF . A força da barra, tem componente apenas na

direção dela, que denotamos porR e convencionamos como positiva quando a

barra empurra a bolinha e negativa quando puxa. A força do trilho tem a compo-

nentef de atrito ao longo deOX e componenteN normal ao longo deOY. As

forças sobre a segunda bolinha são a força da barra e a forc¸a do trilho. A força da

barra nessa bolinha é a oposta à força da barra na primeirabolinha, pois a barra

tem massa desprezı́vel; com isso, denotamos sua componenteque empurra a se-

gunda bolinha também porR. A força do trilho tem apenas componente normal

ao longo deOY , que representamos por−N ′, para nos conformamos com a figura

67



3.2.

O X

Y

m

x

m

L

θ

R

R

F

f

N

N ′

Figura 3.2: Haltere de massas iguais nos trilhos paralelos eas forças nas massas.

Sendox a coordenada da primeira bolinha, temos pela Segunda Lei de Newton

mẍ = F − R cos θ + f e 0 = N − R senθ . (3.7)

Uma vez que a coordenada da segunda bolinha éx + L cos θ, se aplicarmos nela

a Segunda Lei de Newton, obtemos

mẍ = R cos θ e 0 = N ′ − R senθ . (3.8)

Pela lei coulombiana do atrito cinético, a força de atritona primeira boli-

nha é dada porf = − sgn(ẋ)µ|N |. Usando a segunda equação em (3.7),f =

− sgn(ẋ)µ|R senθ|, dondef = − sgn(ẋ)µ|R| senθ = − sgn(ẋ)µ sgn(R)R senθ.

Dessa fórmula concluı́mos que a força de atrito é dada por

f = −εµR senθ , (3.9)
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onde

ε = sgn(ẋ) sgn(R) . (3.10)

A segunda equação em (3.8) para a segunda bolinha apenas diz queN ′ =

R senθ, que não tem efeito em nossa discussão, porque não há atrito nessa boli-

nha. Substituindo (3.9) na primeira equação em (3.7), elaforma com a primeira

equação em (3.8) o seguinte sistema

mẍ = F − R cos θ − εµR senθ e mẍ = R cos θ . (3.11)

Desejamos determinar com essas equaçõesx eR como função do tempo, isto é,

encontrar como o haltere se movimenta e como varia a força devı́nculo da barra.

Para isso, começamos por eliminarmẍ entre as duas equações. Isso é o mesmo

que impor que elas sejam compatı́veis. A condição de compatibilidade obtida é

(εµ senθ + 2 cos θ)R = F . (3.12)

Desse modo obtemos a seguinte expressão paraR,

R =
F

εµ senθ + 2 cos θ
. (3.13)

Mas nessa equação existe um sinal deR dentro deε, de acordo com a definição de

ε em (3.10), e o sinal deR no lado esquerdo da equação.É necessário que esses

sinais sejam compatı́veis para que o problema tenha soluç˜ao. Se há compatibili-

dade, a solução (3.13) paraR pode ser substituı́da na segunda equação em (3.11)

para encontrarmos a aceleração do movimento,

ẍ =
(F/m) cos θ

εµ senθ + 2 cos θ
. (3.14)

Sendo essa aceleração constante, não haverá dificuldade em determinar o mo-

vimento uniformemente acelerado resultante nos casos em que o problema tem

solução. Examinaremos a seguir os casos importantes que dependem do denomi-

nador em (3.13).
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3.2.3 Caso de atrito grande

Primeiramente, seja o caso em que no denominador em (3.13) o termo de maior

módulo seja o primeiro, isto é,|εµ senθ| > |2 cos θ|, que equivale a

µ senθ > 2 cos θ , (3.15)

ou seja,

µ > 2 cotgθ . (3.16)

Esse é o caso que chamamos de atrito grande (capaz de superar2 cotgθ). Nesse

caso, o denominador tem o sinal do primeiro termo, que é o sinal deε, poisµ e

senθ são positivos,sgn(εµ senθ + 2 cos θ) = sgn(ε) = ε, ou seja,

sgn(εµ senθ + 2 cos θ) = ε . (3.17)

Consequentemente, obtemos da equação (3.13) que

sgn(R) = sgn(F )/ sgn(εµ senθ + 2 cos θ) = sgn(F )ε . (3.18)

Substituindo (3.10) nesse resultado, obtemos a condiçãode consistência da equação

(3.13):

sgn(R) = sgn(F ) sgn(ẋ) sgn(R) . (3.19)

Duas possibilidades se apresentam: ousgn(ẋ) = − sgn(F ) ou sgn(ẋ) = sgn(F ).

Primeiro subcaso: inexist̂encia de movimento.

Se sgn(ẋ) = − sgn(F ) a equação (3.19) é impossı́vel de ser satisfeita, pois se

reduz asgn(R) = − sgn(R) e não existe nenhuma reaçãoR capaz de satisfaze-

la. Portanto, com qualquer condição inicial em que a velocidade inicialv0 tem

sentido tal quesgn(v0) = − sgn(F ), não existe nenhumR e, consequentemente,

nenhuma aceleração (3.14) é possı́vel. Simplesmente, não há solução para as

equações de movimento (3.11). Em resumo, para uma tal condição inicial nenhum

movimento é possı́vel.

Segundo subcaso: existência de dois movimentos.

Se sgn(ẋ) = sgn(F ), então a equação (3.19) se transforma na identidade

70



sgn(R) = sgn(R). Nesse caso, para qualquer condição inicial dada há duas

soluções possı́veis: uma comsgn(R) = 1 e a outra comsgn(R) = −1. Para

chegarmos a essas duas soluções, fica mais simples se fixarmos um sinal paraF ,

por exemplo,sgn(F ) = 1, de modo que a condição para a existência dos dois

movimentos torna-se

sgn(ẋ) = 1 . (3.20)

Com isso, (3.10) torna-seε = sgn(R) e (3.13) se transforma em

R =
F

sgn(R)µ senθ + 2 cos θ
. (3.21)

e (3.14) toma a forma

ẍ =
(F/m) cos θ

sgn(R)µ senθ + 2 cos θ
. (3.22)

Seja a primeira solução dada pela escolhasgn(R) = 1. Nesse caso, de acordo

com (3.21) e (3.14), temos para a força da barra a solução

R1 =
F

µ senθ + 2 cos θ
. (3.23)

e para o sistema a aceleração

ẍ1 =
(F/m) cos θ

µ senθ + 2 cos θ
, (3.24)

isto é,

ẍ1 =
F/m

µ tgθ + 2
. (3.25)

Notemos que os denominadores positivos em (3.24) e (3.25) garatem queR e ẍ

tenham o mesmo sentido deF , que estamos supondo positivo. Portanto, supondo

que na condição inicial (3.6)v0 satisfaz à condição (3.20), temos o seguinte mo-

vimento subsequente para o sistema em algum intervalo de tempo após t=0,

x1 = v0t+
1

2

F/m

µ tgθ + 2
t2 . (3.26)
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Nesse movimento, a velocidade é dada por

ẋ1 = v0 +
F/m

µ tgθ + 2
t . (3.27)

Sendo sempre positiva, ela satisfaz à condição (3.20) das soluções em consideração,

de modo que o movimento pode prosseguir indefinidamente de acordo com as

equações de movimento, ou seja, podemos escrever para o movimentoφ1

x1 = v0t+
1

2

F/m

µ tgθ + 2
t2 (t ≥ 0) . (3.28)

Agora, passemos à segunda solução das equações de movimento, dada pela

escolhasgn(R) = −1. Nesse caso, de acordo com (3.21) e (3.14), temos para a

força da barra a solução

R2 = − F

µ senθ − 2 cos θ
. (3.29)

e para o sistema a aceleração

ẍ2 = − F/m

µ tgθ − 2
. (3.30)

Agora, os denominadores em (3.29) e (3.30) são negativos, em virtude da condição

de atrito grande (3.16). Com isso, temosR e ẍ com sentidos opostos ao deF , isto

é, com sentidos negativos, já que estamos supondo positivo o sentido deF . Por-

tanto, supondo que na condição inicial (3.6)v0 satisfaça a condição (3.20), temos

o seguinte movimento subsequente para o sistema em algum intervalo de tempo

após t=0,

x2 = v0t−
1

2

F/m

µ tgθ − 2
t2 . (3.31)

Nesse movimento, a velocidade é dada por

ẋ2 = v0 −
F/m

µ tgθ − 2
t . (3.32)
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Essa velocidade somente é positiva antes do instante crı́tico

tc = (µ tgθ − 2)
mv0

F
. (3.33)

Após esse instante, a velocidade (3.32) viola a condição(3.20) de dois movimen-

tos possı́veis. Ela passa a satisfazer a condiçãosgnẋ = − sgn(F ) do primeiro

subcaso, de inexistência do movimento. Portanto, o segundo movimento (3.31) é

possı́vel apenas no intervalo de tempo entret = 0 e t = tc,

x2 = v0t−
1

2

F/m

µ tgθ − 2
t2 (0 ≤ t < tc) . (3.34)

Portanto, dada a condição inicial no instantet = 0 há dois movimentos subse-

quentes possı́veis no intervalo de tempo[0, tc).

Conclus̃ao.

No caso de atrito grande, dado pela condição (3.16),µ > 2 cotgθ, dada uma

condição inicial, ou nenhum movimento é possı́vel a partir dela, se a velocidade

inicial tiver sinal oposto ao da força aplicadaF , ou dois movimentos são possı́veis

durante um certo intervalo, se tiver o mesmo sinal; desses dois movimentos um

pode prosseguir indefinidamente, e o outro torna-se imposs´ıvel a partir de um

certo instante crı́tico.

3.2.4 Caso de atrito pequeno

Agora, seja o caso em que no denominador em (3.13) o termo de maior módulo

seja o segundo,|2 cos θ| > |εµ senθ|, ou seja,

µ < 2 cotgθ . (3.35)

Esse é o caso que chamamos de atrito pequeno (comparado com2 cotgθ). Nesse

caso, o denominador em (3.13) tem o sinal do segundo termo2 cos θ, que é posi-

tivo,

sgn(2 cos θ + εµ senθ) = sgn(2 cos θ) = 1 . (3.36)
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Consequentemente, obtemos da equação (3.13) quesgn(R) = sgn(F )/ sgn(2 cos θ+

εµ senθ) = sgn(F ), isto é,

sgn(R) = sgn(F ) . (3.37)

Essa condição é sempre realizável e determina univocamente o sinal deR. Substi-

tuindo esse resultado em (3.10), obtemosε = sgn(ẋ) sgn(F ), de modo que (3.13)

toma a forma

R =
F

2 cos θ + sgn(ẋ) sgn(F )µ senθ
. (3.38)

Desse modo,R tem um único valor determinado pela força aplicadaF e pelo

sinal da velocidade inicial e, consequentemente, a aceleração (3.14) também tem

um único valor dado por

ẍ =
F/m

2 + sgn(ẋ) sgn(F )µ tgθ
. (3.39)

Para ilustrar esse resultado, podemos fixar o sinal deF como sendo positivo e

considerar os dois casos de velocidade inicial positiva e negativa,v0 = ±|v0|,
temos duas aceleraçõesẍ± = (F/m)/(2± µ tgθ) e, com a condição inicial (3.6),

dois movimentos

x± = ±|v0| t+
1

2

F/m

2 ± µ tgθ
t2 . (3.40)

Como eles correspondem a condições iniciais diferentes,em nada contrariam o

princı́pio do determinismo newtoniano.

3.2.5 Caso de atrito cŕıtico

Finalmente, examinemos na condição de compatibilidade (3.12) a possibilidade

εµ senθ+2 cos θ = 0, que é equivalente a−εµ = 2 cotgθ e leva a um valor infinito

deR. Como as grandezas envolvidas na igualdade anterior são positivas, exceto

ε, essa igualdade é possı́vel somente seε = −1. Isso significa, de acordo com

(3.10), que o sentido deR deve ser oposto ao da velocidadesgn(R) = − sgn(ẋ),

ou seja,R = − sgn(ẋ)∞. Levando esse resultado na segunda equação em (3.11),

obtemos a aceleraçãöx = − sgn(ẋ)∞, ou seja, uma aceleração infinita e oposta

74



à velocidade, o que caracteriza a impossibilidade do movimento para qualquer

condição inicial. Tal caso mostra que as idealizações usadas para formular o pro-

blema pode levar a situações de extrema artificialidade.

3.3 P̂endulo com piv̂o deslizante

Consideremos um sistema constituı́do por duas particulas de mesma massam

ligadas por uma barra rı́gida de comprimentoa e massa desprezı́vel. Uma das

partı́culas desliza com atrito dentro de um trilho horizontal e o sistema todo tem

seus movimentos restritos a um plano vertical. Escolhemos os eixos coordenados

de modo queOXY esteja nesse plano comOX ao longo do trilho eOY apon-

tando para baixo, como mostra a figura 3.3. O sistema se constitui pois em um

pêndulo com pivô deslizante na horizontal e massa igual àda partı́cula suspensa.

Desejamos encontrar os seus movimentos possı́veis. A configuração do sistema é

dada pela posição(x, 0) da partı́cula no trilho e pela posição(x1, y1) da partı́cula

suspensa. Também usaremos como variável cinemática o ânguloθ que a barra faz

com o eixoOY , como ilustrado na figura 3.3

As forças externas sobre o sistema são os pesos das partı́culas e as forças

exercidas pelo trilho, a normal vincularN e a de atrito cinéticof (as forças exer-

cidas pela barra ideal são forças internas desse sistema). Na figura estão indicadas

as forças externas apontando nos sentidos positivos dos eixos coordenados, com

exceção da força normal, desenhada com componente negativa ao longo do eixo

OY . Notemos que, no que segue,N e f representam as componentes das forças

normal e de atrito, respectivamente, e não os seus módulos.

O centro de massa do sistema está, obviamente, no meio da barra. Aplicando

ao sistema o teorema do movimento do centro de massa (1.72), obtemos

ẍ+ ẍ1 =
f

m
e ÿ1 =

N

m
+ 2g . (3.41)

Do teorema do torque e momento angular (1.83), obtemosIcmθ̈ = τ ex
cm, onde

Icm = ma2/2 é o momento de inércia do sistema relativo a um eixo paralelo OZ
que passa pelo centro de massa eτ ex

cm é a componente ao longo deOZ do torque

externo total relativo ao centro de massa. Dessa equação,obtemos(ma2/2)θ̈ =
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Figura 3.3: Pêndulo com pivô deslizante na horizontal commassa igual à massa
suspensa.

(a/2) senθf − (a/2) cos θN , isto é,

aθ̈ =
f

m
senθ − N

m
cos θ . (3.42)

O vı́nculo da barra rı́gida de comprimentoa que liga as partı́culas é dado por

x1 = x+ a cos θ e y1 = a senθ . (3.43)

Impondo esses vı́nculos às equações do movimento do centro de massa (3.41),

obtemos as equações de movimento

2ẍ− a senθ θ̈ − a cos θ θ̇2 =
f

m
e a cos θ θ̈ − a senθ θ̇2 =

N

m
+ 2g . (3.44)

Substituindo as expressões paraf eN dadas por essas equações na equação de
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movimento (3.42), ela assume a forma

ẍ senθ − aθ̈ + g cos θ = 0 . (3.45)

Agora, pelas leis empı́ricas do atrito,f = − sgn(ẋ)µ|N |, dondef = − sgn(ẋ)µ sgn(N)N ,

isto é

f = −εµN , (3.46)

onde usamos a definição

ε = sgn(ẋ) sgn(N) , (3.47)

Usando (3.46) para eliminarf da primeira equação em (3.44) obtemos

2ẍ− a senθ θ̈ − a cos θ θ̇2 = −εµN
m
. (3.48)

Essa equação junto com a segunda em (3.44) e a equação (3.45) forma um sistema

de três equações para as três incógnitasẍ, θ̈ eN . Após alguma álgebra obtemos

as soluções

ẍ =
1

D

{

aθ̇2(cos θ + εµ senθ) + g[cos θ senθ + εµ(1 + sen2θ)]
}

,

aθ̈ =
1

D

[

(aθ̇2 senθ + 2g)(cos θ + εµ senθ)
]

,

N = − 1

D
m(aθ̇2 senθ + 2g) , (3.49)

onde usamos a definição

D = 1 + cos2 θ + εµ senθ cos θ . (3.50)

As duas primeiras equações em (3.49) são equações de movimento e obedecem a

condição de Cauchy. A terceira equação permite, em princı́pio, determinar a força

vincularN uma vez conhecido o movimento (de fato basta conhecerθ em função

do tempo). Essa última equação tem a forma explı́cita

N = − m(aθ̇2 senθ + 2g)

1 + cos2 θ + εµ senθ cos θ
. (3.51)
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Essa equação apresenta as duas caracterı́sticas delicadas que levam às violações

do determinismo newtoniano apontadas por Painlevé. A primeira é que nela a

normal depende do coeficiente de atrito. A segunda é que a normal aparece com

seu sinal no membro esquerdo da equação e o sinal da normal também aparece

no membro direito, de modo a levantar a questão da consistência da equação, que

investigaremos a seguir.

Para fixar as idéias vamos especificar a condição inicial como sendo

x|t=t0
= x0 , ẋ|t=t0

= v0 , θ|t=t0
= θ0 , θ̇

∣

∣

∣

t=t0
= ω0 (0 < θ0 < π/2) .

(3.52)

ondex0, v0, θ0 e ω0 são números arbitrários, exceto pela limitação de que0 <

θ0 < π/2. Vamos considerar de agora em diante ângulos em uma vizinhaça deθ0,

de modo que seus senos e cossenos sejam positivos.

Agora fazemos a hipótese crucial, de queD = 1+cos2 θ+εµ senθ cos θ tenha

o sinal deε na vizinhaça deθ0,

sgn(1 + cos2 θ + εµ senθ cos θ) = sgn(ε) . (3.53)

Essa condição é satisfeita se, e somente se,

µ >
1 + cos2 θ

senθ cos θ
(3.54)

nessa vizinhança. Naturalmente, essa é uma hipótese de que o atrito é relativa-

mente grande. Verifiquemos a consistência do sinal deN em (3.51). Tomando

o sinal de ambos os membros de (3.51) e usando a condição comatrito grande

(3.53), obtemos

sgn(N) = − sgn

(

m(aθ̇2 senθ + 2g)

1 + cos2 θ + εµ senθ cos θ

)

= − sgn(ε) , (3.55)

ou seja

sgn(N) = −ε . (3.56)

Substituindo nessa igualdade a expressão (3.47) deε determinada pelas leis empı́ricas
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do atrito cinético, obtemos

sgn(N) = − sgn(ẋ) sgn(N) . (3.57)

Consequentemente, seẋ > 0, a equação (3.51) é inconsistente e, seẋ < 0, a

equação (3.51) tem duas soluções, uma paraN > 0 e outra paraN < 0. Portanto,

se na condição inicial (3.52)v0 > 0, nenhum movimento é possı́vel. Por outro

lado, sev0 < 0, os dois sinais deN são possı́veis. Da equação (3.47) obtemos

ε = − sgn(N), e consequentemente as duas soluções para (3.51):

N± = − m(aθ̇2 senθ + 2g)

1 + cos2 θ ∓ µ senθ cos θ
, (3.58)

comN positiva e negativa, respectivamente. Com isso, as duas primeiras equações

nos fornecem dois movimentos possı́veis a partir da mesma condição inicial, da-

das por

ẍ± =
aθ̇2(cos θ ∓ µ senθ) + g[cos θ senθ ∓ µ(1 + sen2θ)]

1 + cos2 θ ∓ µ senθ cos θ
,

aθ̈± =
(aθ̇2 senθ + 2g)(cos θ −mpµ senθ)

1 + cos2 θ ∓ µ senθ cos θ
, (3.59)

respectivamente. Notemos que, embora não saibamos resolver essas equações

para encontrar os movimentos, sabemos que eles existem, pois as equações dife-

renciais (3.59) satisfazem às condições de Cauchy nos dois casosε = ±1. De

fato, em (3.59) os denominadores são sempre positivos, devido à condição de

atrito grande, e as derivadas em relação aθ e θ̇ são contı́nuas. Cada casoε = ±1

dá um único movimento possı́vel e os dois casos juntos dãodois movimentos

possı́veis a partir da mesma condição inicial (3.52). Em suma, as leis empı́ricas

do atrito, com a condição de atrito grande, violam o princ´ıpio do determinismo

newtoniano. Para a condição inicial (3.52), comv0 > 0 nenhum movimento é

possı́vel e comv0 < 0 dois movimentos diferentes são possı́veis.
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3.4 Roda com centro de massa excêntrico

Nesta seção abordamos nosso último exemplo de violação de determinismo new-

toniano devido às leis empı́ricas do atrito apresentado por Painlevé. Esse exemplo

é o de menos interesse didático devido à sua complexidade. No entanto, nele o

sistema não está vinculado em trilhos e portanto não est´a sujeito a reações ilimita-

damente grandes que o trilho pode fazer para garantir o vı́nculo [31]. No presente

caso o vı́nculo consiste em uma roda não penetrar na superf´ıcie em que desliza

e, além disso, a roda pode saltar e perder contato com a superfı́cie. A finalidade

dessa seção é apresentar as caracterı́sticas diferentes que esse exemplo apresenta

em relação aos anteriores.

Seja uma roda de massaM , raioa e centro de massa em um pontoG distante

deb do seu centroC, conforme indica a figura 3.4. A roda desliza com atrito sobre

um piso plano horizontal, sendo o coeficiente de atrito entreelesµ, com a pos-

O X

Y

C

P

a

G

b
θ

f

N Mg

Figura 3.4: Roda com centro de massa excêntrico.

sibilidade de perder contato com esse piso. Essa possibilidade decorre do centro
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de massa ser excêntrico (conferir página 648 e seguintes no tratado de mecânica

racional de Painlevé [5]). Em seu movimento, a roda se mantem em um plano

vertical fixo, de modo que sua velocidade angular é perpendicular a esse plano.

Escolhemos um sistema de eixosOXYZ com o eixoOX na interseção do plano

vertical do movimento com o piso horizontal e o eixoOY vertical apontando para

cima. Portanto, a roda se move no planoOXY e desliza sobre o eixoOX quando

está em contato com o piso. O ponto da superfı́cie da roda queentra em contato

com o piso é denotado porP e está, obviamente, na mesma vertical que o centro

C. Denotamos a posição deC relativa ao sistema de eixos por(x, y) e a do centro

de massa emG, por (X, Y ). Para indicar a posição do centro de massa na roda

usamos o ângulo queCG faz com o eixoOX , que denotamos porθ. Com isso,

temos as relações

X = x+ b cos θ e Y = y + b senθ . (3.60)

A condição inicial é escolhida de modo que no instante inicial t0 a roda esteja

em contato com o piso e seja lançada horizontalmente,

y0 = y|t=t0
= φy(t0) = a e vy0 = ẏ|t=t0

= φ̇y(t0) = 0 . (3.61)

Essa é a primeira de diversas suposições que faremos. Será então necessário mos-

trar que são compatı́veis. Isso faremos mais no final da discussões em que mos-

traremos que todas as suposições podem ser simultaneamente realizadas.

A velocidade de deslizamento da roda é a velocidadevP do pontoP durante o

tempo de contato. Nesse caso,vP = vC +ω×rPC, ondevC = ẋx̂ é a velocidade

do centroC, ω = θ̇ẑ a velocidade angular da roda erPC = −aŷ a posição deP

relativa aC. Portanto,vP = (ẋ+aθ̇)x̂. Usando nessa expressão a primeira relação

em (3.60), obtemos para a velocidade de deslizamento,vP = (Ẋ + bθ̇ senθ +

aθ̇)x̂. Vamos considerar movimentos da roda em que essa velocidadeaponta no

sentido negativo do eixoOX , para com isso fixar o sentido da força de atrito como

positivo. Esta escolha é perfeitamente possı́vel, como éevidente na expressão de
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vP . Basta consideraṙθ < 0 com |θ̇| grande o bastante. Portanto, consideramos

Ẋ + aθ̇

(

1 +
b

a
senθ

)

< 0 (3.62)

e com isso garantimos que a componentef da força de atrito ao longo deOX
seja positiva quando há contato,f > 0. Naturalmente, se denotarmos porN

a componente da força normal ao longo deOY , nesse caso em que temos uma

superfı́cie e não um trilho,N ≥ 0, sendoN > 0 quando há contato. Essas

propriedades estão ilustradas na figura 3.4. Em termos simples, podemos dizer no

problema presenteN e f representam de fato os módulos respectivos da normal

e da força de atrito. Agora passamos a investigar os dois tipos de movimento

possı́veis, o da roda em contato com o piso e o da roda saltandoacima do piso.

Primeiramente, consideremos o movimento da roda em contatocom o piso.

A condição dinâmica de contato éN ≥ 0, da qual obtemosf = µN ≥ 0. A

condição cinemática de contato é quey = a durante o movimento. Levando em

conta que as forças externas sobre a roda são o seu pesoMg e as forças normal e

de atrito, e usando o teorema do movimento do centro de massa (1.72), obtemos

MẌ = µN e MŸ = N −Mg . (3.63)

Do teorema do torque e momento angular (1.83), obtemosIcmθ̈ = τ ex
cm, ondeIcm

é o momento de inércia da roda relativo a um eixo paraleloOZ que passa pelo

seu centro de massa eτ ex
cm é a componente ao longo deOZ do torque externo total

relativo ao centro de massa. Escrevendo o momento de inércia em termos do raio

de giraçãok da roda,Icm = Mk2, esse teorema assume a forma

Mk2θ̈ = µN Y −N b cos θ . (3.64)

Substituindo a condição cinemática de contato,y = a, na segunda equação

em (3.60) e derivando o resultado encontrado, obtemos

Y = a + b senθ , Ẏ = −bθ̇ cos θ e Ÿ = bθ̈ cos θ − bθ̇2 senθ . (3.65)

Usando essa última equação para eliminarŸ da segunda equação em (3.63) e
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juntando o resultado encontrado com (3.64), obtemos o sistema de duas equações

M [bθ̈ cos θ − bθ̇2 senθ] = N −Mg e Mk2θ̈ = µN Y −N b cos θ . (3.66)

Eliminandoθ̈ dessas equações, chegamos à expressão para o módulo danormal

N =
Mk2(g − bθ̇2 senθ)

k2 + b2 cos2 θ − µb cos θ(a+ b senθ)
. (3.67)

A questão é saber se essa expressão define uma solução para a normal. Isso ocorre

se, e somente seN ≥ 0, já queN representa o módulo da normal. Se esse for

o caso, essa expressão para a normal pode ser substituı́da em (3.63) e (3.64) para

obtermos as equações de movimento

Ẍ =
µk2(g − bθ̇2 senθ)

k2 + b2 cos2 θ − µb cos θ(a + b senθ)
,

Ÿ = − k2(bθ̇2/g) senθ + [b2 cos2 θ − µb cos θ(a + b senθ)]

k2 + b2 cos2 θ − µb cos θ(a+ b senθ)
g ,

θ̈ =
(µY − b cos θ)(g − bθ̇2 senθ)

k2 + b2 cos2 θ − µb cos θ(a + b senθ)
. (3.68)

Embora essas equações sejam muito complicadas para seremresolvidas exata-

mente, elas satisfazem as condições de Cauchy, de modo quefica garantida a

existência de uma e somente uma solução que satisfaça condições iniciais dadas

(e que respeitem as restrições (3.61) e (3.62)). Essa solução determinaX e Y

em função do tempo, isto é, o movimento do centro de massa da roda, eθ em

função do tempo, isto é, o movimento de rotação da roda.SubstituindoX, Y e θ

como funções do tempo em (3.67), obtemos a normal como func¸ão do tempo e o

problema fica completamente resolvido.

Resta saber se (3.67) define uma solução para a normal, paraque as soluções

de (3.68) tenham o significado de um movimento possı́vel da roda. A questão é

novamente delicada por causa da normal (3.67) depender do coeficiente de atrito

µ. Para simplificar nossa análise, consideremos trechos de movimentos em que

o centro de massaG está avançado em relação ao centroC da roda,X − x =
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b cos θ > 0, isto é,

b cos θ > 0 . (3.69)

Agora faremos a suposição crucial de que o denominador em (3.67) é negativo,

sgn(k2 + b2 cos2 θ − µb cos θ(a + b senθ)) = −1 . (3.70)

Essa condição é satisfeita se, e somente se,

µ >
k2 + b2 cos2 θ

b cos θ(a+ b senθ)
, (3.71)

que é uma condião de atrito grande. Notemos que nessa desigualdade ambos os

membros são positivos, poisb cos θ > 0 pela hipótese feita em (3.69) de centro de

massa avançado, ea+ b senθ > 0 por ser a altura Y do centro de massa acima do

piso. Tomando o sinal de ambos os membros de (3.67), obtemos

sgn(N) = − sgn(g − bθ̇2 senθ) , (3.72)

onde foi usada a hipótese (3.70) decorrente do atrito grande. Resta examinar as

duas possibilidades

sgn(g − bθ̇2 senθ) = ±1 . (3.73)

Se sgn(g − bθ̇2 senθ) = 1, (3.72) se reduz asgn(N) = −1, o que é absurdo.

Portanto, não existe normal que possa garantir a existência de movimento para

qualquer condição inicial que satisfaça às restrições impostas no problema. Se

sgn(g − bθ̇2 senθ) = −1, (3.72) se reduz asgn(N) = 1, o que mostra que (3.67)

define uma normal que garante a existência de movimento paraqualquer condição

inicial que satisfaça às condições impostas ao problema.

Para fundamentar essas análises, verifiquemos agora que ascondições impos-

tas ao problema são compatı́veis. São elas as condições(3.61) de movimento

inicial com contato e velocidade de lançamento horizontal, (3.62) de velocidade

de deslizamento negativa, (3.69) de centro de massa avançado em relação ao cen-

tro, (3.71) de atrito grande e (3.73) do sinal do numerador naexpressão (3.67)

da normal. As condições (3.61) são sobre o movimento vertical do centro de

massa e são totalmente independentes das outras condições que dizem respeito
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ao movimento horizontal e de rotação. A condição (3.62)de velocidade de des-

lizamento negativa pode ser satisfeita com comθ̇ negativo e de módulo grande

o bastante,|θ̇| > (Ẋ/a)/[1 + (b/a) senθ], para qualquerθ. A condição de cen-

tro de massa avançado é satisfeita se−π/2 < θ < π/2. Com essa restrição no

ângulo, a condição (3.71) de atrito grande pode sempre ser implementada. Mas

para não ser necessário suporµ desmesuradamente grande, podemos escolherθ

longe de±π, por exemplo, com a restrição−π/4 < θ < π/4. Finalmente, na

condição (3.73) do sinal do numerador, precisamos aceitar a suposição já feita de

|θ̇| grande. Ainda assim, é possı́vel obter em (3.73) o sinal positivo se tomarmosθ

próximo de zero, e o sinal negativo se tormarmosθ afastado de zero no intervalo

já pressuposto−π/4 < θ < π/4 (não esqueçamos que|θ̇| permanece livre para

ser aumentado). Podemos pois satisfazer simultaneamente `as condições impostas,

inclusive a dupla escolha de sinais em (3.73).

Estabelecida a compatibilidade das condições impostas ao problema, podemos

chegar à conclusão final: dada uma condição inicial obedecendo as condições

impostas,

(i) não existe movimento com contato sesgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
= +1 ,(3.74)

(ii) existe movimento com contato se sgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
= −1 .(3.75)

Agora passemos ao estudo da possı́bilidade de movimento da roda sem contato

com o piso, a partir de condição inicial com a mesma restric¸ão (3.61). A condição

dinâmica de perda de contato da roda com piso éN = 0 e f = 0. Nesse caso, as

equações de movimento podem ser obtidas impondoN = 0 e f = 0 a (3.63) e

(3.64). Obtemos

MẌ = 0 , MŸ = −Mg e Mk2θ̈ = 0 . (3.76)

A condição cinemática da perda de contato éψ(t) = y − a > 0 para algum

intervalo de tempo depois do inicialt0. Sendo ela satisfeita, há perda de contato

e o movimento é determinado pelas equações (3.76). Se pelo contrárioψ(t) =

y − a < 0 o movimento sem contato (ou qualquer outro) é impossı́vel,pois essa

é a condição da roda penetrar dentro do piso. Considerando t em um intervalo
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de tempo[t0, t1) suficientemente pequeno, temosy − a = ψ(t) = ψ(t0) + (t −
t0)ψ̇(t0)+ (1/2!)(t− t0)

2ψ̈(t0)+ · · · . Masψ(t0) = y0−a = 0 e ψ̇(t0) = vy0 = 0

em virtude da condição inicial (3.61); logo:y−a = ψ(t) = (1/2!)(t−t0)2ψ̈(t0)+

· · · . Portantoψ̈(t0) > 0 garantey − a > 0 e a possibilidade de movimento

sem contato, ao passo quëψ(t0) < 0 leva ay − a < 0 e à impossibilidade de

movimento sem contato. Vamos usar a segunda fórmula em (3.60) para expressar

essas condições em termos das variáveisY e θ, temosψ(t) = y − a = Y −
b senθ − a, donde

ψ̈(t) = Ÿ + bθ̇2 senθ − bθ̈ cos θ (3.77)

Usando nessa expressão a segunda e terceira equações em (3.76), obtemos

ψ̈(t) = −(g − bθ̇2 senθ) . (3.78)

Portanto, as condições de existência ou não de movimento sem contato, respecti-

vamente,sgn(ψ̈(t0)) = ±1, são equivalentes a, respectivamente,sgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
=

∓1. Em suma:

(i) não existe movimento sem contato sesgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
= +1 ,(3.79)

(ii) existe movimento sem contato se sgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
= −1 .(3.80)

Juntando (3.74) com (3.79), concluimos que para uma condição inicial que

satisfaça sgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
= +1 não existe nenhum movimento possı́vel

para a roda, com ou sem contato com o solo. Juntando (3.75) com(3.80), con-

cluı́mos que para uma condição inicial que satisfaçasgn(g − bθ̇2 senθ)
∣

∣

∣

t=t0
= −1

existem dois movimentos distintos possı́veis, um no qual a roda se mantem em

contato com o piso e o outro no qual ela perde o contato. A conclusão final é que

as leis empı́ricas do atrito aplicadas com atrito grande à roda com centro de massa

excêntrico levam à violações do princı́pio do determinismo newtoniano.
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Apêndice

Este é um material instrucional proposto como produto da dissertação de mes-

trado de Jorge Luiz Dias Gomes, apresentada em 04/02/2011 aoPrograma de Pós-

graduação em Ensino de Fı́sica do Instituto de Fı́sica da Universidade Federal do

Rio de Janeiro.

Idealizações e violaç̃oes do determinismo newtoniano

A segunda lei de Newton determina os movimentos possı́veis de um sistema

quando são especificadas as forças que agem sobre ele. Também postulamos, nem

sempre de modo explı́cito, que existe um único movimento dentre os possı́veis

que satisfaz a uma dada condição inicial. Como sabemos, uma condição inicial é

definida pelas posições e velocidades das partı́culas do sistema em um certo ins-

tante. Usualmente, o instante, as posições e as velocidades são chamadas instante

inicial, posições iniciais e velocidades iniciais. Desse modo,dada uma condiç̃ao

inicial do sistema, existe um, e somente um, movimento do sistema que satisfaz a

essa condiç̃ao, afirmação essa chamadaprinc ı́pio do determinismo newtoniano.

Esse princı́pio, pelo qual cada condição inicial determina univocamente o movi-

mento do sistema, desempenha um papel fundamental na mecânica newtoniana.

Essa existencia e unicidade do movimento é claramente usada quando ensinamos,

por exemplo, que há sempre um único movimento de um projétil próximo à su-

perfı́cie da Terra quando damos sua posição e velocidade de lançamento.

Em um curso ministrado naFacult́e de Science de Parisem 1895 [1] , Paul

Painlevé mostrou que é possı́vel haver incompatibilidade entre as leis empı́ricas

coulombianas do atrito cinético e o princı́pio do determinismo newtoniano. Ele

mostrou que há vários exemplos nos quais, para coeficientede atrito cinético su-

ficientemente grande, há condições iniciais para as quais nenhum movimentóe

possı́vel e condições iniciais para as quaismais de um movimentoé possı́vel. Esses

exemplos contrariam o princı́pio do determinismo newtoniano. Essas violações

são decorrentes das idealizações usadas nos exemplos apresentados por Painlevé.
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Elas são idealizações normalmente feitas nos problemasde mecânica do dia a dia

em nossas aulas, como supor que superfı́cies em contato e barras sejam perfeita-

mente rı́gidas, ou que haja perfeita proporcionalidade entre os módulos da força

de atrito e da força normal de contato entre as superfı́ciesatritantes, como afirma

a lei coulombiana do atrito cinético.

Portanto, é importante saber que é possı́vel haver incompatilibidade entre dois

aspectos essenciais do formalismo da mecânica clássica,as idealizações normal-

mente feitas e o princı́pio do determinismo newtoniano.É particularmente im-

portante para os que ensinam mecânica clássica, como os professores de fı́sica

do ensino médio. Desejamos neste texto tornar disponı́velesse conhecimento por

meio de um exemplo simples e didático da incompatibilidademencionada. Para

isso, apresentamos a seguir uma versão simplificada de um exemplo proposto por

Painlevé.

Seja um haltere de massas iguais; mais especificamente, uma barra de com-

primentoL e massa desprezı́vel com duas bolinhas de mesma massam presas em

suas extremidades. Consideramos que as bolinhas estão sobre uma mesa lisa hori-

zontal, de modo que seus pesos são cancelados pelas normaisexercidas pela mesa

e as bolinhas se movam no plano horizontal da mesa. Além disso as bolinhas des-

lizam dentro de dois trilhos paralelos presos à mesa e separados por uma distância

menor do queL. Vamos escolher um sistema de eixos coordenadosOXY com o

eixoOX ao longo de um trilho e o eixoOY apontando desse trilho para o outro,

de modo que a barra faça com o eixoOX um ânguloθ, sendo0 < θ < π/2, como

indicado na figura. Para facilitar a discussão, a bolinha notrilho ao longo deOX
será chamada primeira bolinha e a outra, segunda bolinha. Ocoeficiente de atrito

cinético entre a primeira bolinha e o trilho que a guia éµ e na segunda bolinha

o atrito com o outro trilho é desprezı́vel. Finalmente, temos na primeira bolinha

uma força constante dadaF, na direção e sentido deOX . Podemos considerarF

exercida por meio de um fio preso na bolinha e puxado ao longo dotrilho.

Sejamx ex′ as respectivas coordenadas da primeira e da segunda bolinhas no

eixoOX . Naturalmentex′ = x + L cos θ e a coordenada da segunda bolinha no

eixoOY é a constantey′ = L senθ. Portanto, basta dar a coordenadax da primeira

bolinha para sabermos sua posição, a da segunda e a do sistema todo. Também

é claro que, dado um movimento da primeira bolinha no eixoOX , o movimento
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Figura .5: Haltere de massas iguais nos trilhos paralelos e as forças nas massas.

da segunda e do sistema inteiro fica univocamente determinado. Denotando porv

e a as respectivas velocidade e aceleração escalares da primeira bolinha, e porv′

e a′ as da segunda bolinha, temos as relaçõesv′ = v e a′ = a. Para especificar

a condição inicial do sistema, basta dar a condição inicial da primeira bolinha.

Como posição inicial da primeira bolinha tomamos a origeme como sua velo-

cidade inicial ao longo do eixoOX tomamos uma constante arbitráriav0, que

pode ser positiva, negativa ou nula. Desse modo, tomando o instante inicial como

t = 0, a condição inicial tem a forma

x|t=0 = 0 e v|t=0 = v0 . (81)

Desejamos determinar o movimento subsequente do sistema, isto é, encontrar que

movimento da primeira bolinha satisfaz à condição inicial dada (81).

As forças que agem na primeira bolinha são a força aplicada constanteF, a

força da barra e a força do trilho. A força aplicadaF tem apenas uma componente,

positiva, ao longo deOX , que denotamos porF . A força da barra, tem com-
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ponente apenas na direção dela, que denotamos porR e convencionamos como

positiva quando a barra empurra a bolinha e negativa quando apuxa. A força do

trilho tem componentef de atrito ao longo deOX e componenteN normal ao

longo deOY . Tantof quantoN eR podem ser positivas ou negativas, conforme

a situação (a figura ilustra o caso em que elas são positivas). As forças sobre a

segunda bolinha são a força da barra e a força do trilho. A força da barra nessa

bolinha é a oposta à força da barra na primeira bolinha, pois a barra tem massa

desprezı́vel; com isso, denotamos sua componente que empurra a segunda bolinha

também porR. A força do trilho tem apenas componente normalN ′
y ao longo de

OY ; por conveniência, trabalharemos com sua negativaN ′ = −N ′
y (ilustrada na

figura no casoN ′ > 0).

Aplicando a segunda lei de Newton à primeira bolinha, obtemos

ma = F − R cos θ + f e 0 = N − R senθ . (82)

Uma vez quea′ = a, aplicando a segunda lei de Newton à segunda bolinha,

obtemos

ma = R cos θ e 0 = N ′ − R senθ . (83)

Pelas leis do atrito cinético, a força de atrito sobre a primeira bolinha tem

módulo dado por|f | = µ|N |, ou seja,|f | = µ|R senθ|, em virtude da segunda

equação em (82). Levando em conta quesenθ é positivo, obtemos para o módulo

da força de atrito

|f | = µ|R| senθ . (84)

Como a força de atrito cinético tem sentido oposto ao da velocidade de desliza-

mento, dois casos se apresentam, conformev seja positiva ou negativa. Conside-

remos cada caso em separado.

Seja o caso de velocidadev < 0, que nos leva af = µ|R| senθ. Considerando

as duas possibilidades da componenteR ser positiva ou negativa,|R| = ±R,

obtemos a expressão

f = ±µR senθ , (85)

na qual o sinal superior se refere ao caso em queR é positiva e o inferior, ao caso

em que é negativa. Substituindo (85) na primeira equaçãoem (82), o resultado
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forma com a primeira equação em (83) o seguinte sistema

ma = F − R cos θ ± µR senθ e ma = R cos θ . (86)

Desejamos determinar com essas equaçõesx eR como função do tempo, isto é,

encontrar como o sistema se movimenta e como varia a força devı́nculo da barra.

Para isso, começamos por eliminara entre as duas equações para obter a seguinte

expressão paraR,

R =
F

∓µ senθ + 2 cos θ
, (87)

na qual o sinal superior se refere ao caso em queR é positiva e o inferior, ao caso

em que é negativa. Além desses sinais deR no denominador do membro direito

dessa equação, há os sinais deR no seu membro esquerdo, de modo que se faz

necessário examinar a compatibilidade desses sinais. Faremos isso na situação

proposta por Painlevé, em que no denominador em (87) o termode maior módulo

seja o primeiro, isto é,| ∓ µ senθ| > |2 cos θ|. Essa condição equivale a

µ > 2 cotgθ . (88)

Nesse caso, o denominador da fração em (87) tem o sinal do seu primeiro termo,

isto é,∓µ senθ+2 cos θ = ∓|∓µ senθ+2 cos θ|. Uma vez que o numeradorF da

fração é positivo, o sinal da fração é o sinal do primeiro termo de seu denominador,

R = ∓
∣

∣

∣

∣

F

∓µ senθ + 2 cos θ

∣

∣

∣

∣

. (89)

É fácil ver que essa equação é totalmente contraditória, visto que o sinal superior

se refere ao caso em queR é positiva e o inferior, negativa. Com efeito, seR é

positiva vale o sinal superior que determina no membro esquerdo da equação uma

componenteR negativa e seR é negativa vale o sinal inferior que determina no

membro esquerdo da equação uma componenteR positiva; em ambos os casos o

resultado é absurdo. Portanto, não existe nenhuma soluçãoR para o sistema de

equações (86). Consequentemente, não existe nenhuma solução para a aceleração

a nesse sistema, de modo que nenhum movimento é possı́vel comvelocidade ne-

gativa. Portanto, para uma dada condição inicial com velocidade inicial negativa,
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nenhum movimento é possı́vel.

Agora, seja o caso de velocidadev > 0, que nos leva af = −µ|R| senθ.
Considerando as duas possibilidades da componenteR ser positiva ou negativa,

|R| = ±R, obtemos a expressão

f = ∓µR senθ , (90)

na qual, novamente, o sinal superior se refere ao caso em queR é positiva e o

inferior, negativa. Substituindo (90) na primeira equaç˜ao em (82), o resultado

forma com a primeira equação em (83) o seguinte sistema

ma = F − R cos θ ∓ µR senθ e ma = R cos θ . (91)

Eliminandoa entre as duas equações, obtemos

R =
F

±µ senθ + 2 cos θ
. (92)

Supondo, novamente, a condição (88), o denominador da fração em (92) tem o

sinal de seu primeiro termo, que é o sinal da fração, pois onumeradorF é positivo.

Portanto, (92) pode ser escrita como

R = ±
∣

∣

∣

∣

F

±µ senθ + 2 cos θ

∣

∣

∣

∣

. (93)

Agora, o sinal superior no denominador da fração em (93), que corresponde aR

positivo, determina um valor positivo para a fração e, portanto, para a compo-

nenteR do membro esquerdo. Analogamente, o sinal inferior no denominador da

fração em (93), que corresponde aR negativo, determina um valor negativo para

a fração e, consequentemente, para a componenteR do membro esquerdo. Por-

tanto, em ambos os casos, a equação (93) é consistente e fornece duas soluções

perfeitamente aceitáveis paraR, uma positiva e a outra negativa. São elas

R1 =
F

µ senθ + 2 cos θ
e R2 = − F

µ senθ − 2 cos θ
. (94)

Substituindo essas soluções na segunda equação em (91)obtemos duas acelerações
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possı́veis, respectivamente,

a1 =
F/m

µ tgθ + 2
e a2 = − F/m

µ tgθ − 2
. (95)

Assim, desde que a velocidadev seja positiva, há duas acelerações possı́veis: a po-

sitivaa1 e a negativaa2. Naturalmente, nos respectivos movimentos, a velocidade

inicial v0 deve ser positiva.

O primeiro movimento possı́vel é dado por

x1 = v0t+
1

2

F/m

µ tgθ + 2
t2 . (96)

Nesse movimento, a velocidade é dada por

v1 = v0 +
F/m

µ tgθ + 2
t . (97)

Essa velocidade permanece positiva para todot maior do que

t1 = −(µ tgθ + 2)
mv0

F
. (98)

Em particular, o movimento pode prosseguir indefinidamentea partir do instante

inicial t = 0. Antes do instantet1 a partı́cula tem velocidade negativa e caı́mos no

primeiro caso, em que nenhum movimento é possı́vel.

A aceleração negativaa2 em (95) nos fornece o segundo movimento possı́vel

com velocidade positiva,

x2 = v0t−
1

2

F/m

µ tgθ − 2
t2 . (99)

Nesse movimento, a velocidade é dada por

v2 = v0 −
F/m

µ tgθ − 2
t . (100)

Essa velocidade é positiva para todot menor do que

t2 = (µ tgθ − 2)
mv0

F
. (101)
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Após o instantet2 a partı́cula tem velocidade negativa e caı́mos no primeiro caso,

em que nenhum movimento é possı́vel. Assim, dada uma condic¸ão inicialx0 = 0

e v0 > 0, há dois movimentos possı́ves no intervalo de tempo(t1, t2), no qual

o instante negativot1 e o positivot2 são dados por (98) e (101). Em particular,

após o instante inicialt = 0, os dois movimento são possı́veis no intervalo(0, t2).

Consequentemente, para uma dada condição inicial com velocidade inicial posi-

tiva, dois movimentos distintos são possı́veis, um uniformente acelerado e o outro

uniformemente retardado.

Em suma, no caso de coeficiente de atrito grande o bastante para satisfazer a

condição (88),µ > 2 cotgθ, o princı́pio do determinismo newtoniano é violado.

Dada uma condição inicial, ou nenhum movimento é possı́vel a partir dela ou dois

movimentos são possı́veis durante um certo intervalo, conforme o sentido da velo-

cidade inicial.É fácil verificar que não há violação do determinismo newtoniano

se a condição (88) for trocada porµ < 2 cotgθ (a condição limı́trofeµ = 2 cotgθ

também é problemática).É possı́vel mostrar que não há violação do determinismo

newtoniano se não usarmos idealizações de barras e trilhos perfeitamente rı́gidos

e leis de atrito cinético tão idealizadas como as de Coulomb.
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