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Problema direto versus Problema inverso
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e (a) Conhecido o dragdo, determinar suas pegadas
¢ (b) Conhecidas as pegadas, determinar o dragdo



Exemplos de problemas inversos

¢ Gravitacao universal: conhecidos os movimentos planetarios,
encontrar a lei de forca gravitacional.
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Problema resolvido por Isaac Newton
na 2% metade do século XVII.

Movimentos planetarios




Exemplos de problemas inversos

e Modelo atomico de Rutherford: concebido a partir do do
espalhamento de particulas o por nicleos de ouro.

Algumas particulas o eram
desviadas com  angulos
bem superiores a 90°
(~ 1 em 8000).

Descoberta feita em (1909)
por Geiger (a esquerda) e
Marsden, ambos alunos de
Rutherford (a direita).
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Exemplos de problemas inversos
pudim de passas —> modelo planetario
Modelo "Pudim de Passas"
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e Estimativa de Rutherford para o raio nuclear:

<2,7x 107m (raio do ndcleo do ouro ~ 7,3 x 10~15m)
¢ Raio atémico: da ordem de ~ 10~ 0m;

—> ha muito mais espaco vazio do que cheio!



Exemplos de problemas inversos

e Fisica das particulas elementares: nos grandes
aceleradores, os resultados de colisOes a altissimas energias
revelam propriedades das interagdes fundamentais

= interacdo eletromagnética, fraca, forte, ...



Exemplos de problemas inversos

¢ Prospeccao de petréleo: analisando-se as reflexdes de ondas
mecanicas provocadas por uma fonte pode-se inferir onde
existem bolsGes de dleo e quais as suas dimensoes.

O canhao de ar compr simi!_id%ﬁ @ fonte das ondas
de chague: o ar comprimido € menos agressive

#0 meio ambiente do gue os explosivos
— hidrofones: ha até 3 mil




Exemplos de problemas inversos

¢ Arqueologia: do grego, arqué (antigo) + logos (estudo).
Disciplina cientifica que estuda as culturas do passado
a partir da andlise de vestigios materiais do presente.

Pk T

Estudo de ruinas nos permite
inferir o nivel atingido em tec-
nologia, matematica, escrita, ...

Observatério astrondmico na
cidade maia de Chichen ltz4.

Juego de pelota maia.

Era mais que um simples jogo,
era um cerimonial religioso
envolvendo sacrificios, ...

Seu estudo fornece informacdes
valiosas dos costumes maias.



Objetivos e motivacoes

Objetivo
e estudar um problema direto e um problema inverso em
movimentos periddicos unidimensionais

- problema direto: dada a energia potenial U, calcular o
periodo 7 para uma dada energia mecanica E

- problema inverso: conhecida a fun¢do 7 estudar sob que
condicoes podemos obter U

Motivacoes
e compreender mais profundamente as leis do movimento

e entender as propriedades dos potenciais cisalhados
em Mecanica Classica e em Mecanica Quantica

e Entender a correlagao entre 7(FE) na Mecanica Cléssica
e espectros de energia na Mecanica Quéntica




Movimentos periodicos em 1 dimensao
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Particula de massa m sob a acdo da forga F'(z) = — 5=

\
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T_ T+
Pontos de retorno x_ e . : raizes da equagdo £ = U(z)
Calculo do periodo: da conservacdo da energia temos

1 . dx 2
§m1‘2+U(a:):E — —:i\/i\/E—U(:zz)

donde 7(E) = vV2m 5 \/Ed7U

A funcdo U determina univocamente a fun¢do 7 !
Em geral, o periodo 7 depende da energia mecanica F
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Exemplos

e Oscilador harménico: U(z) = Lka”

Ty
_ Tm/ dzx ’
- JE — %k‘il,‘Q

Fazendo a transformacdo de varidveis

k [2F
E=x 5 = &4 e dx 3 dé

obtemos
T(E) = \/7/ m

= om /2
e

Note que o periodo é independente de FE

2F
onde x4 =+ T



Exemplos

e Potencial linear: U(x) = oz|

<¢—/

onde x4y =+—.
«

\/—7(%

Fazendo a transformacdo de varideis

E
=12 = (i=+41 e dv=—dt
E o

obtemos
2mE

T(F) = \/—/ \/1_— =4 "

Note que, nesse exemplo, o periodo depende de F.




Exemplos

¢ Poténcia genérica: U(z) = alz|” (>0, n>1)

1
+ E\7®
7:6, onde x4y =+ (—)
VE — alz|? o

Fazendo a transformacdo de variaveis

7(E) zx/%/:

E

n 1/n
gzx(ﬁ)l/ — =41 e d:c:<§> de
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V2m 1 ! d€
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T(E) =

fator numérico

Dentre esses infinitos potenciais, apenas aquele com
n =2 (OH) tem seu periodo independente de E!
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Exemplos
¢ OH com barreira centrifuga: U(z) = %lm2 + 5% (2 >0)

=2m ,
L
xi:\/g{lzt 1—%}1/2.

Fazendo a transformacdo de varidveis

onde

du

2 2

U=z — wuyr=2x7 e dor=—=
=T 2/

obtemos, apds completar o quadrado,
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O periodo ndo depende de E! E vale 1/2 de 7oy



Problema inverso em 1 dimensao
Pergunta: a fun¢cdo 7 determina univocamente a fung¢do U7

Ou seja, o conhecimento do periodo (VE) nos permite
determinar univocamente a for¢a que atua sobre a particula?

Resposta: NAO! Ha uma infinidade de potenciais que
levam a mesma func¢do periodo!

Demonstracao

Procedimento: inverter de algum modo a expressao de 7.

Inicialmente, faremos a mudanca de variaveis x —— U,
tomando o cuidado de definir a inversa de U separadamente
para < 0 (fungdo x;) e para x > 0 (fungdo )

dx dx:
7(E) ‘/_/ d(]l\/ﬁ+\/_/ dUZ\/ﬁ



Invertendo o limite de integracdo da 1¢ integral, temos

0 ] ot

Dividindo ambos os membros desta equacdo por Vo — F,
onde a é um pardmetro e integrando em E de 0 a «, obtemos

/%(E)dE _ o > dE E[@ B @} dU
0 (E-U)

a—F ova—EJy [dU dU

E conveniente mudar a ordem de integracdo (note a mudancga
nos limites de integragdo):

/(H/(oz)ﬂ F/ [d@ Ccll—Q(:Jl]dU.:\/(EC(Z]?(aE)

™




e Aintegral em £ vale 7 e a integragdo em U é imediata:
*7(E) dE
— = 7mV2m|z2(r) — 71 (¢
onde usamos o fato de que x2(0) = 21(0) = 0. Temos entdo

1

Ur
72(U) —m(U) = T 2m/0 %

e A fungdo 7 determina apenas a diferenga zo(U) — z1(U).
As fungdes xo e x1 permanecem indeterminadas.

e Ha infinitas fungdes U associadas a mesma funcao 7.

e Se exigirmos que U seja simétrica, zo(U) = —z1(U) =: z(U),
a equag¢do anterior nos dd uma forma univoca para z(U):

1 Yr(E) dE
”“"(U)‘zw%/o VT F



Exemplos da férmula anterior

e Periodo independente da energia: 7(£) = C, (C = Cte)

C U dE
z(U) = /
2nv/2m Jo VU — FE o
C
= ———|-2VU-F
2wV 2m 0
C
= VU
™/ 2m

Invertendo a equacdo anterior, obtemos o potencial desejado:

2mm? m 1,
Ux) = =gg—as paraC =2m |2 = Ulx) = Sha®,

como esperado.

e Outros exemplos: 7(F) = CE= 2



Potenciais cisalhados: exemplos e aplicacoes

e Seja U um pogo de potencial e sejam x_ e x4 os pontos de
retorno associados a uma dada energia E.

e Seja U um outro pocgo de potencial e sejam Z_ e T seus
pontos de retorno associados @ mesma energia F.

A

Ulx) J(x)
N\ LS

>
X

X _ [Tf_ er 5:+

Dizemos que U e U sao cisalhados se, e somente se,
T4 —x_ = 24 — x_ para qualquer valor de E.

e POTENCIAIS CISALHADOS: tém a mesma funcao periodo!



Exemplo de potenciais cisalhados

¢ Cisalhamento simples do oscilador harménico: U(x) = %aaf

e Considere o potencial U mostrado na figura:

Ulz) = 5y2* A
(z <0) U(x)= ;amz
\ “//

L

T T

e Condicao de cisalhamento:

1

1 _
+ 5=

¢ Periodo dos movimentos com U':

7“:




e Periodos iguais, mas funcdes-movimento diferentes!

e A figura ilustra esse fato para o caso do exemplo anterior:

1,5 P ——— 0=1N/m




Outros exemplos de potenciais cisalhados

e Leis de poténcia: U(z) = alz|*, (a>0,n>1)

Uma possivel familia de potenciais cisalhados a U é dada por:

Uz) = Blz|", (x>0) e Ux)=n~lz", (z<0).
A condicdo de cisalhamento, x4 —x_ =24 — x_, implica
(/B + () =2 (1)

¢ Oscilador com distintas barreiras: (§ # g)
5,2 (x>0); Ux)= %k?l’z + % (x >0).
Pode-se mostrar que =z — x_, calguladg com E = Ui + &,
éigual a 7. — 7 _, calculada com F = Uy, + &, VE.

Ul(x )——ka:+

¢ Potenciais de Morse (1 dimensao) e tipo Poschl-Teller:
D

cosh?(ax)

Un(z) = D{e* — 27" };  Upp(z) = —



Potenciais cisalhados na mecanica quantica

e Na aproximacao semiclassica, os espectros de energia de
dois potenciais cisalhados tém o mesmo espagamento entre
seus niveis (AE, = E,+1 — E,):

AE, = AE,, Vn,

e No entanto, hd potenciais cisalhados entre si com o mesmo
espagamento entre seus niveis (OH com barreiras distintas)

e De fato, para U(z) = %ka + 5%, pode-se mostrar que AFE,

ﬁv
ndo depende de g (e tampouco de n!)

e Na aproximacao semiclassica, o coeficiente de transmissio
por barreiras (tunelamento),

T.. :exp{—z/:+ \/i—?(U(l’) —E)} :

€ 0 mesmo para potenciais cisalhados entre si.




Potenciais cisalhados na mecanica quantica

¢ Investigacao natural:
comparar espectros exatos de potenciais cisalhados entre si.
e OH cisalhado com parabolas: « controla o cisalhamento;
a =0 < nulo, & = 1 <> maximo (“meio OH").

4nEn
hw

0.2 0.4 0.6 0.8



Potenciais cisalhados na mecanica quantica

e Comportamento do nivel fundamental sob cisalhamento:

4nEO

hw

120+

110+

1051

1.00

0.2 04 0.6 0.8

e Variagdo monotdnica com o parametro «.



Potenciais cisalhados na mecanica quantica

e Comportamento do primeiro nivel excitado sob cisalhamento:

4nE1l

hw

303

301

.
.
.
.
.
.
.
.
Iy
:
N
J
J
300 §
$
2.99 \/

02 0.4 06 0.8

e A curva nao é monotdnica (hd um minimo local)



Potenciais cisalhados na mecanica quantica

e Comportamento do segundo nivel excitado sob cisalhamento:

e Note a presenca de um maximo e um minimo locais.



Potenciais cisalhados na mecanica quantica

e Comportamento do terceiro nivel excitado sob cisalhamento:

4nE3
hw

7.005 -

7.000

6.995 -

6.990 - &‘
0.1 02 0.3 0.4

Note a presenca de um maximo e dois minimos locais.



Comentarios finais e perspectivas

Outras demonstracoes:
- Transformada de Laplace (Osypowski e Olsson, AJP 1987);
- demonstragdo grafica (Pippard)

Analisar fun¢Ges-movimento envolvendo potenciais mais
complicados: Morse (d=1) e Pdschl-Teller, ...

Analisar atrasos em tempos de percurso barreiras cisalhadas;

Infinitas tautdcronas (projeto de estudo e construgdo).

Comparar espectros de energia de outros potenciais
cisalhados e investigar oscilacoes com o cisalhamento.

Comparar amplitudes de tunelamento de barreiras de
potencial cisalhadas entre si.
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