Topicos de Fisica Classica I — Aula 3
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As equagoes de Euler (1744) e Lagrange (1755)

O célculo variacional ou de variagoes foi introduzido por Leonhard Euler com
a publicagao do seu livro Methodus inveniendi lineas curvas mazimi minimive
proprietate gaudentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu ac-
cepti — Um método para a descoberta de linhas curvas que gozm da propriedade
de maximo ou minimo, ou a solu¢ao do problema isoperimétrico considerado no
seu sentido latissimo. Muitos historiadores da mateméatica consideram o livro
como marcando o inicio da teoria do cédlculo de variacoes. A abordagem de Eu-
ler foi aperfeicoada por um jovem de 19 anos que vivia em Turim em uma carta
enviada a Euler em 1755. O jovem chamava-se Ludovico de la Grange Tournier
e hoje conhecido como Joseph—Louis Lagrange (1736-1813). Lagrange transfor-
mou a linguagem geométrica de Euler em linguagem analitica simplificando o
método.

METHODUS

INVENIENDI :
LINEAS CURVAS
Maximi Minimive proprictate gaudentes,
SIVE

SOLUTIO

PROBLEMATIS ISOPERIMETRICI
LATISSIMO SENSU ACCEPTL

AUCTORE

LEONHARDO EULERO,
Profifore Regio, €. Academic Tmperiali Seientia-
vum PETROROLITANA dicio,

£ 5 Pl i
LAUSANNE & GENEV A,
Apd MARGUMNMICHAELEM BOUSQUET & Socos.

MDCCXLIV.

Figura 1: Leonhard Euler, (1707-1783). (Imagens Wikipedia)
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Figura 2: O problema fundamental do calculo variacional.

Obtencao das equacgoes de Euler-Lagrange

O problema fundamental do cédlculo variacional ou de variagdes é determinar a
fungéo y(x) tal que a integral

Tp
J = Jly] :/ Fly,y'sal de, y(wa) =vya; y(@) =y x> 26, (1)

seja um extremo, isto é: tenha um valor maximo ou minimo. A notagéo J[y]
indica que o valor de J depende da escolha de y(x), isto é, J é um funcional.

Considere entao a integral

b
J(a) = / F[(z,0),§' (¢, a); 2] de, 2)
onde
5z, @) = y(z) + an(a), 3)
§'(z,0) =y’ (z) + an'(2), (1)

com a condigao de que nos extremos n(z) seja nula, isto é: n(z,) = n(xp) = 0.
Derivando em relacao ao parametro «,
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A condigao extremante se escreve:

5 = (‘”) do = 0. (6)
do ) o

Fazendo a = 0, vemos que §(z,a) = y(z) e §'(z,a) — 3/ (z), temos,
dJ(a) _ (" [9Fly,y s 7] OF[y,y";a] ,
() = [ |y« ) ae @

O segundo termo pode ser integrado por partes:

 OFy,y';x] _ O0Fy,y’; ] o /“ d OF[y,y']
| e = S @i - [ ) £ S

a Ca

como n(x,) = n(xp) = 0, segue que

dJ () __ [ [OFy.y"sx]  d OF[y,y';al
dor la=0 == /xa [ By s ay’ n(z) d. 9)

como 7(z) é uma func¢do arbitrria, ou mais rigorosamente: invocando o lema
fundamental do cdlculo de variacoes (veja a nota complementar ao final, segue
que

OFly,y";2] d 9F(y,y’;z)
dy dx oy’

que é a equacao de Euler-Lagrange. A equacao de Euler-Lagrange é condigao
necessaria, mas nao é suficiente para a existéncia de um extremo. A questao da
suficiéncia é bastante complexa é s6 foi resolvida muito mais tarde, no final do
século 19 e inicio do século 20. Em muitos problemas o extremo é um minimo,
mas pode haver surpresas, como veremos mais adiante.

=0, (10)

Exemplo 1 Caminho mais curto entre dois pontos no plano

Considere dois pontos a e b no plano zy. Queremos encontrar o caminho
mais curto entre eles. O comprimento de um trecho da curva que une os dois

pontos é
du ) 2
ds = \/dx? + dy? = 1+<dy> dr =+/1+19y'2dx.
\/ x

Fly,y;2] = V/14+y'2,

e o funcional que queremos extremizar é

xy
J:/ V1+y'2de.

Portanto,
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A exigéncia de que §J = 0, nos leva entdao & equagao de E-L. As derivadas
parciais que necessitamos sao:

orF oF y
dy oy (L+y )2
Segue que a equacao de E-L neste caso nos da:
d_ v _
dr (14 1y'2)1/2
Efetuando a derivada em relagao a x
y"
(T +y?"

Como o denominador desta equagio diferencial nunca é nulo, (1 + ¥’ 2)3/ 2>1,
podemos multiplicé-la por (14 1'2)3/2 e escrever

1

y =0,

cuja solucao é

y= Az + B,

onde A e B sao constantes. A equagao acima é a equacao da reta. Para deter-
minar A e B usamos as condigoes: y(z,) = yq € y(xp) = Tp. |

Exemplo 2 Geodésicas sobre a superficie de um cilindro reto.

Considere dois pontos fixos, a e b, sobre a superficie de um cilindro reto de
raio R. A distancia entre esses pontos é dada pelo funcional:

b b Zp dZ 2
J:/ ds:/ \/R2d¢2+dz2=/ R? + ()
a a za de

Portanto,

2
Fly,y'sa] — Flz,dz/dés ] = R”(Zﬁ) -

A equagao de Euler-Lagrange pertinente se escreve:

oF d _OF
0z do 0(dz/do)

Como F nao depende explicitamente de z, segue que

d oF  d (dz/do)

do 0(dz/d) — do i\
2 —
()

:O,
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Figura 3: O caminho mais curto entre dois pontos sobre a superficie de um
cilindro reto é um arco de hélice.

logo, derivando uma vez mais:

(d2z/d¢?) (dz/dg)* d*z/dé? _

dz\? B dz\? 5/
R”(dqs)] RQ*(m”

1/2
Como o denominador de ambos os termos nunca é nulo, podemos multiplicé-los
R— =0.

42 3/2
R? + (dqﬁ) ] , € obter:
d¢?

A integracao é imedita e o resultado é:

por

d?z

2’201(254—02,

onde C; e Cy sdo constantes de integragdo. As geodésicas s@o curvas helicoidais
de raio constante e para que uma delas passe pelos pontos a e b, as constantes
Cy e Cy devem ser ajustadas com as condigdes z(¢g) = 24 € 2(dp) = 2b. |



Notas de aula ac tort 2015 6

Complemento 1: o lema fundamental do cdlculo variacional
Eis o lema fundamental do célculo de variagoes [2 3 [4] e sua demonstragao:

Se M (x) for uma fun¢ao continua no intervalo fechado x, < x < xy
e n(x) for qualquer fungdo que: (a) é continua nesse intervalo, (b)
€ nula em x4 € xp, isto é: n(x,) =n(zp) =0, € se

/ M(2) n(z) dz = 0,

entdo para todas as fungoes n(x) que satisfazem as condigdes acima
seque necessariamente que M(x) € identicamente nula no intervalo
Te < x < xp, isto €:

M(x)=0, z € [rg,xp)-
Demonstracdo Suponha que M (x) nao seja identicamente nula no intervalo
fechado x, < x < x3. Suponha que em um ponto zg no intervalo M (x) possa
ser positiva ou negativa. Suponhamos, sem perda de generalidade, que seja
positiva,
M(JL‘()) > 0.
Como por hipdtese M (z) é continua no intervalo dado, hd um ntmero real
positivo 4 > 0 tal que
M(z) >0 para todo x no intervalo |z — xg| < .

(Veja a definigao de continuidade no Complemento 2). Como 7(z) é arbitraria
podemos considerar a funcao

(z) = 0, |z —axo|>d;
ey = (x—204+90) (xo+d—1x), |z—mz <0

Observe que n(x) é uma fungao continua, veja a Figura 4. Portanto,

Ty zo+0
/ M(x)n(x)dm:/ B M(z) (x —x0+9) (xo+ 9 —x) dz > 0.

Mas este resultado estd em contradicao com as hipdteses iniciais, logo, estas
serao vélidas somente se M (z) = 0 em todo o intervalo xz, < z < xp.

A demonstragdo
depende da exis-
téncia de pelo
menos uma fun-
¢cao n(z) para a
qual a condi¢do
principal nao €
vdlida.

Observe que xo
€ um ponto arbi-
trario do inter-
valo.
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xrg — O xQ xrg + &

Figura 4: Uma escolha possivel para n(z) no interval z, < x < xy.

Complemento 2: continuidade

Uma fungdo f(x) é continua em um ponto xq se:
(a) f(x) é definida em xo;

(b)
lim f(z) = f(zo).

T—xTo

Definicao alternativa: f(z) é continua em x se para todo € > 0 existe um § > 0
tal que

|f(z) — f(xo)| < € sempre que |z — zg| < 6.
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