Métodos Matematicos

Dinamica no plano complexo: Referéncias girantes
péndulo de Foucault

A C Tort!

IDepartmento de Fisica Tedrica
Instituto Fisica — Universidade Federal do Rio de Janeiro

3 de setembro de 2012



Motivacao fisica: o péndulo de Foucault

Figura: Péndulo de Foucault no Polo Norte.



Referencias girantes

™\ Qt

Figura: Rotac3o no R2.



T
x =x" cosQt — y’ cos (5 — Qt) = x' cos Qt — y'sen Qt,

y =x"senQt + y'sen (g — Qt) = x"senQt + y’ cos Qt.

Multiplicando a segunda equac¢do por i e somando com a primeira
obtemos:

z(t) = z'(t) e/ .

A transformac3o inversa se escreve:

z'(t) = z(t) e T,



A velocidade transforma-se de acordo com:

LB (dzc;it) + in'(t)> o/t

a aceleracdo de acordo com:

dztgt) — (d;;§ ) /Qt +2iQ ddi ) Q2 /(t)>




A equagdo newtoniana de movimento no referencial inercial se é:

d’z(t) -
2t _f.
dt2
A forca deve transformar-se de mesmo modo que a posicio:

FoFreit

Segue que a equagdo de movimento no referencial girante se
escreve:

d?2'(t)

/
m7+2iﬂmdzd—§t)—m§222/(t):ﬁ/,



que pode ser rescrita na forma:

d*z'(t) _ =,
m dtz = Pefetivar
onde: &
- ~ t
F! =F' —2iQm z()—i—szz’(t)7

efetiva dt



Exemplo: particula “livre”

Particula langada de um ponto arbitrario do referencial girante, isto
é: z(0) = xp + iyo, com velocidade inicial ¥(0) = voxs + ivgy -, livre
de forcas, isto é: F' = 0.

d2 (¢t /
Z(t) | 5 92()

dt? dt
A solucao geral desta equacgdo é:

- 0%7(t)=0.

Z/(t) = (Cl + G 1.‘) eiQt7

onde (3 e (, sdo constantes complexas.



Fazendo uso das condicdes iniciais obtemos:
Z'(t) = (25 + gt — iQz{ t) e’

Extraindo a parte real e a parte imagindria obtemos:

/

>
I

(xg 4 voxrt + Qygt) cos Qt — (yg + voy 1t — Qxgt) sen Q,
ev

!/

y' = (Yo + voy it — Qxgt) cos Qt + (xg + vox't + Qygt) sen Q.



Figura: Trajetéria n o referencial girante. As condi¢des iniciais sdo:
X0 =Y =0, vg,r =1m/s, vj,, = 0. O mddulo da velocidade angular
vale Q = 1rad/s. No referencial fixo, a trajetéria observada é retilinea.



Péndulo de Foucault

d?2'(t) .o d2(t) o opy

a2 +2IQT+(W - Q%) Z(t) =0,

Q é o médulo da velocidade angular do referencial girante em
relagdo ao referencial fixo e w = \/g/¢, é a frequéncia angular do

péndulo conico.

A solucdo desta equacdo diferencial é:

Z,(t) e ei(w—Q)t + G e—i(w—l—Q)t’

onde (; e (, sdo duas constantes complexas.



Convém rescrever a solucdo na forma:

z/(t) — e—iQt (Cl eiwt + C2 e—iwt) — e_imz(t).

Identificando as partes reais e imaginarias em ambos os lados desta
equacdo escrevemos:

x'(t) \ [ cosQt senQt x(t)

y'(t) )\ —senQt cosQt y(t) )’
onde x(t) e y(t) sdo as solucdes que obtivemos anteriormente para
o péndulo conico em um referencial inercia, a saber:

v
x(t) = xp coswt + X senwt,
w

v
y(t) = yocoswt + 2 senwt.
w
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Figura: Trajetérias de um péndulo de Foucault do ponto de vista do
referencial girante.
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Figura: Trajetérias de um péndulo de Foucault do ponto de vista do
referencial girante.



Figura: Trajetérias de um péndulo de Foucault do ponto de vista do
referencial girante.



