2 \/etores

2.1 Definicao. SejalV um conjunto qualquer e sejarhe M duas operaies,

A: VxV —V M: RxV —V
Hxy) — Tty P (A z) = A (1)

Dizemos que o conjuntt’ munido dessas opei@&se umespaco vetorialsobre
R se as seguintes propriedadas satisfeitas:

V1) para quaisquet ey emV, z+y=y+x;

V2) para quaisquer,yezemV, (z+y)+z=x+ (y+2);

V3) existe eml” um element®d tal que, paratode emV, x+0=z;

V4) para cada emV existe emlV um elemento-z talque =z + (—x) =0;
V5) para qualquex € V, 1lx = x;

V6) para quaisquet e emR exemV, «(fz) = (af)z;

V7) para quaisquat e emR exemV, (a+ )z =ax+ fz;

V8) para qualquets emR e quaisquet: ey emV, «a(rx+y) =axr+ ay.



2.1.10s elementos do conjunio sao chamadosgetores a operago A €
chamadadicao vetorial e a operago M e chamadanultiplicacao de nimero
por vetor. De acordo com a notag estabelecida, o resultado da adiglos
vetoresr ey pode ser representado pdfz, y) ou porx + y; essalltima
representeégo e a que usamos sempre, por motidbsios. Analogamente, a
multiplicagdo de um amero) por um vetorz € representada pela mera
justaposiéo de) ez, e rAo porM (A, x).

2.1.2Usamos para a adiQ de vetores o mesmansbolo+ usado para representar
a adi@o de umeros, pois issodo causa confides. Por exemplo, na
propriedaded’1 — V4, + representa a adap vetorial, enquanto na propriedade
V7 temos+ representando adiQ de umeros no membro esquerdo da e@aae
adicao de vetores no membro direito da eqa@mcPor razo identica usamos a
justaposi@o de fatores para representar tanto a multipfioade mimero por vetor
guanto a multiplicago de mimeros.



2.1.3Listemos algumas consi@ggncias imediatas das propriedadés— V§ que
definem um espaco vetoridl) Para qualquer vetar,0 + x = x e (—z) + z =0.
(i1) Existe umlnico veto®) que satisfazl’, e que chamamosgetor nulo do
espaco vetorial; para cada vetgrexiste uminico vetor—z que satisfaz’s, e
gue chamamosetor opostoa x. (iii) O produto do amero zero por qualquer
vetore o vetor nulopx =0 (x € V); o produto de qualquerimero pelo vetor
nulo é o vetor nulop® =0 (o € R); 0 produto de um numero por um vet®n
vetor nulo somente se 0 nume¥a@ero ou o vetoe nulo;(iv) o produto do amero
—1 por qualquer vetoe o vetor oposto;-1x = —z (x € V).

2.1.4Podemos definir vetores a partir de segmentos de reta aleenteomo
veremos no primeiro exemplo seguinte. Esse talvez sejareea tipo de vetor
com o qual fazemos contato ernsi€a. No entanto,dexemplos dearios outros
tipos de vetores mais abstratos qée seceswios em ksica e Materatica.
Alguns seao descritos de um modo sucinto depois do primeiro exemplo.



2.2 Espaco vetorial das setas livresUm segmento de reta orientado no espaco
euclidiano& e definido por um par ordenado de pontos distintos; o pringedibo
inicial e o segundo, final. Vamos chamar um tal segmentsethe represeidt-lo

por PO quandoP & o ponto inicial &, o final. O conjunto de todas as setas que
tém um dado comprimento, uma dada da@e um dado sentidwchamado uma
seta livre; cada uma das setas que formam uma setadatgamada um
representativoda seta livre Comprimento, direcao e sentidode uma seta livre
sa0, respectivamente, o comprimento, a cigee 0 sentido de qualquer dos
representativos da seta livre; o comprimento de uma se&atdmieme

denominado semodulo. Podemos pensar em uma seta livre como uma seta que
pode ser deslocada para qualquer lugar do espaco desdaamsejam alterados o
seu comprimento, dir@ép e sentido. Representamos uma seta livre por uma letra
encimada por uma setinhag., @’ . Taml&m podemos escolher um representativo
qualquer da seta livre, digamos uma s&iae usé-la para representar a seta livre;
nesse caso temos a liberdade de escrever ﬁﬁ. O mddulo de uma seta livre
representado pelo selmbolo entre barras verticais; assim odalo de'a’ &|a@’| .




A figura a seguir mostra@s representativos da seta livae
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Seta nulg por defini@o, é a seta degenerada em que o ponto inicial coincide com
o final; ela tem comprimento nulo, e digege sentido indeterminaddsSeta livre

nula & o conjunto de todas as setas nulas. Vamos repéekzept)rﬁ ou, quando
conveniente, por unimbolo comoPP, no qualP &€ um ponto do espaco. O
conjunto de todas as setas livres no espaco euclidiahalsaptado pog(é’ ).
2.2.1Dado um par ordenado de setas livf@s, v'), vamos associar a esse par
umadunica seta livre pela chamadsgra do triangulo. De acordo com essa regra,
escolhemos um representativo qualquer da primeira se¢adive consideramos o
representativo da segunda seta liefecujo ponto inicial coincide com o ponto

final do representativo da primeira seta.



Ha umalnica seta, que chamamos resultante, que vai do pontol itcia
representativo da primeira seta livré atponto final do representativo da segunda
seta livre. O conjunto de todas as setas com mesmo companmasma direfo

e 0 mesmo sentido da seta resultamtana seta livre que chamans@ma

vetorial das setas livresu’ e v, e que representamos par+ v'. A regra do

trianguloé pois uma fungo

(W, V) — U+ (2)

=|



2.2.2Seja um par ordenadd\, '), no qual\ & um rumero real v, uma seta
livie. Sel = 0 ouw = 0, definimos\@ como sendo a seta livre nula,
AT = 0. NOS outros casos, por defifig, \w’ € uma seta livre com a mesma
direcdo quew’, comprimento igual &\| | «'|, e sentido igual ou oposto ao dé,
conforme)\ seja positivo ou negativo. Chamamosg™ produto do niimero \
pela seta livrew’. A regra de obter@p desse produt®a funéo
M, :Rx S(E) — S

_ (W) — AU (3)
2.2.30 conjunto S (€) das setas livres munido das opéres (2) e (3 um
espaco vetorial sobiR. De fato,§(5 ) com essas operaes satisfaas
propridades/1-V8 listadas em 2.1. Por essa@azpodemos chamar as setas
livres de vetores. & vetores de cater georatrico, f0 visualiaveis e suas
opera@es §o tamlem visualiaveis.
2.2.4Tamlem definimos para setas livres as opeescde produtos escalar e
vetorial, duas oper@gs que 3o Uteis mas 80 10 neceswias para definir as setas
como vetores.



2.3SejaR™ o conjunto dasi-uplas ordenadas déimeros reais. Uma tal-upla
sel representada por uma letra em negrito ou por uma letralstada; por

exemplo, usamos oua para representar o elemertq , ao, . . ., a,) deR".
Definimos soma de duasuplas(uq, us, . .., u,) € (v, v, ..., v,) COMO sendo a
n-upla(u; + vi,us + va, ..., Up + Vp), 1.6,

(U1, Uy ..y Up) + (V1,02, ... U,) = (U1 + V1, U2 + Vo, Up +0n) . (D)
Definimos produto de umimero real\ por uman-upla(uy, us, . . ., u,) COMO
sendo an-upla(Auy, Ausa, ..., A\uy,), i.e,

AMur, U,y ..y Upy) = (AU, AU, ..y Aly,) - (5)

Em (4) temos uma operag de adiao den-uplas e em (5) uma opelag de
multiplicaggdo de mumero real porn-upla. O conjuntdR™ munido dessas
opera@es satisfaas propriedadegl-V8 listadas em 2.1 e, portanto, forma um
espaco vetorial sobiR. As n-uplas §0 vetores de cater aritnetico, muito
praticos de se operar.

2.3.1No espaco vetoriaR™ o vetor nuloé dado poo := (0,0, ...,0) e 0 oposto
do vetora = (a1, a2, ...,a,) € 0vetor—a = (—a1, —asg, ..., —ay).



2.3.20 proprio conjuntaR forma um espaco vetorial sobRe Nele, o vetor nulo
€ o0 rumero zero e 0 oposto do vetore R € 0 seu hegative-z. Naturalmente,
podemos identificar os espacos vetoridise R.

2.4 SejaD um conjunto Ao vazio qualquer B”, o conjunto de todas as fubes
de D emR. Definimos soma de duas fubes f e g deR” como sendo a furdp
f + g deR” dada por

(f +9)(x):= f(x) +g(x) paratodaremD . (6)
Definimos produto de umimero real\ por uma funéo f deR” como sendo a
funcdo\ f deR” dada por
(Af)(z) == Af(z) paratodaremD . (7)
Em (6) temos uma operag de adigo de funges deR” e em (7) uma opera@p
de multiplicago de imero real por furigo deR”. O conjuntoR” munido
dessas operaes satisfaas propriedadegl-V8 listadas em 2.1 e, portanto,

forma um espaco vetorial sobfe Por isso, uma furép deR” tamkem pode ser
considerada como um vetor.



2.4.10 vetor nulo enR” & a chamadéuncao nula; ela associa otrmero zero a
todos os elementos do damo D. Se ela for representada pOr temosO(x) = 0
para todar em D. No espaco vetoridk” o vetor oposto & & a chamada fuidp
oposta def, representada por f e definida pof—f)(x) = — f(z) para qualquer
xemb.

2.5Base e dimen&o de um espaco vetorial.

2.5.1Seja um espaco vetori&l sobreR. Tendo em vista que a soma de dois
vetorese um vetor e que para a adigvetorial valem as propriedades comutativa
V1 e associativd/2, podemos considerar express como

a1xr, + asxs + - - - + ay,x,, NAquake, x9,..., ¢, SA0 vetores d& e aq, as,...,

o, NUMeros reais. A expredsary + asxs + - - - + a,x, € chamada
combinacao linear dos vetoresq, xo,..., x,, comcoeficientegespectivosy,

as,..., 0, . Dizemos quey; € o coeficiente do vetar; na combinago linear em
queséo ¢ = 1,2,...,n). Uma combinago linear, por definigo, envolve um
numero finito de vetores.



2.5.25e um vetorr deV € igual a uma combin@g linear de elementos dé
dizemos que a combinag linearrepresentao vetor e que o vetos
representadopela combinago linear. Suponhamos que no espaco vetbrinhja
um conjuntoB de vetores com a seguinte propriedade: cada vetor do espaco
vetorial V' pode ser representado por uma, e somente uma, corabifaear de
vetores d€5. Nesse caso, dizemos que o conjuite umabasede V.
Exemplificando, o conjunt® = {?, 7, ?}, constitudo por tés setas livres de
comprimento un#rio e ortogonais entre,£ uma base do espaco vetorﬁ(é’).
2.5.3Demonstra-se que todo espaco vetorial tem uma bagsen disso, se um
espaco vetorial tem uma base com ummero finito de vetores, qualquer outra
base tem esse mesmomero de vetores, quechamadalimensao do espaco
vetorial. Assim, qualguer base do esp%ﬁ(f) das setas livres tefhvetores e a
dimen&o de?(é’) e3. Se um espaco vetorial tem base caiimero infinito de
vetores, dizemos guEum espaco comimensio infinita. O espaco vetoridk”
definido em2.4 e um espaco vetorial de diméwsinfinita seg.g., D = R.



2.5.4SejalV um espaco vetorial sobfe com dimenaon e{ej,es,...,e,} Uma
base dd/. E conveniente ordenar os vetores da base geereio considerada
como uman-upla ordenada de vetords,= (e, e2, ..., e,). Sex & um vetor de
Vexr—=ae +ases +---+ a,e,, 0s coeficientes , as,...,a,, SA0 chamados
componentesdo vetorx na basd3. Dizemos quey; € a componente deao
longo do elemente; da basds3, ou quex; € ai-ésima componente do vetor na
basel. As componentes dena basds formam uman-upla ordenada de
nimeros reais,a, as, . . ., a, ). Cada vetor tem uméanican-upla de
componentes em uma dada bdSgpandir um vetor em uma baseé obter a
combina@o linear de elementos da base que representa o vetor.

2.5.5No espaco vetoridR™ os vetores & n-uplas de reais. Uma base desse

espacc dada pol3. = (u,us,...,u,), sSendo o veton,; an-upla em que todos
0S elementosa® nulos com exceas doi-esimo, quee igualal (z = 1,2,...,n),
w, =(1,0,...,0), uy=(0,1,...,0),... up, =(0,0,...,1) . (8)

Chamamod3, base canicadeR"™. Naturalmente, a dimeée deR"™ én.



2.5.6Seja um vetor qualquer d&*, digamos an-uplaa = (a1, as, ..., a,).
Expandindo esse vetor na base@aina, obtemos

a=aju; +asus +---+ a,u,. VEMOS que as componentes do vetor na base
carbnica 10 0s poprios rumeros que formam o vetardeR™; isso acontece
apenas na base d@amica! SejaB = (e, eq, ..., e,) uma outra base qualquer de
R™; expandinda = (aq, as, . . ., a,) NESSa base encontraremos uma expreess
a=¢&e; +&ey+ -+ &,e, Naqual as componentes, &o,..., &, hao sedo, em
geral, os Amerosay, as,..., a,. E instrutivo verificar isso no exemplo em que a
baseB e formada pelos vetores =u;, es =u; +us,...,e, =uj;+us+---+u,.

2.6 Funcdoes em espacos vetoriais:ung@es que estabelecem rddas com
espacos vetoriais costumam receber nomes especidise3E sao espacos
vetoriais,f : V — W e chamad#&ransformacaodeV emW; seW =V,
f:V — V e chamadaperador sobrelV. Um fun@o comoS : V — R, que
associa um imimero a cada vetor de um espaco vetdriaé chamadéduncional
sobreV'.



2.6.1Exemplo. Tanto o conjunt@ (a, b) das fun@es coninuas no intervalo real
(a, b), quanto o conjunt@*(a, b) das funges com derivadas cdntias ema, b),
formam espacos vetoriais se definirmos as oEaQesses espacos como em (6)
e (7). Portanto, a furam D gue transforma furiges em suas derivadas, definida
em1.7, &€ umatransformacao de vetores d€*(a, b) em vetores d€(a, b);
podemos chaarlatransformacao derivada

2.6.2Exemplo. O conjuntoC(RR) das fun@es corinuas déR emR forma um
espaco vetorial se definirmos suas opéesgcomo em (6) e (7). A fuag A
definida eml.1.7transforma vetores d&R) em rimeros e, por esse motive,
um funcional sobre o espaco vetori4IR). Em1.9.2j4 havamos comentado que
Ao € chamado um funcional de Dirac.

2.6.3Exemplo. O conjuntoC|a, b] das fun@es corinuas no intervalda, b] forma
um espaco vetorial se definirmos suas op@agomo em (6) e (7). A integiag
de fun@®es desse espaco vetorial as transforma i@menos. Portanto, essa
integra@o, definida enl.8, & um funcional sobre o espaco vetotiad, b].



2.6.4Exemplo. Agora, vamos preparar um funcional usandoies ingredientes
em diversos passos. No primeiro passo, tomamos umadynigo espaco vetorial
CY(Ty,T>,) das fun@es com derivadas cdntias no intervalo redll’;, 7). Natu-
ralmente, podemos derivar tal fi@e obter a furippo coninua¢’. No segundo
passo, consideramos a fé@m : R x R — R definida porL(q1, ¢2) = ¢3 — ¢ e
seguindo o0 mesmo @odo exposto erh.6.2 usamos as fuliesL, ¢ e ¢’ para
formar a fun@o compostd.; : (71,7>) — R, dada pela expregds

Li(t) = L(p(t),d' (t)) = [¢'(t)]? — [¢(t)]*. Nada impede definirmos a fuag
Ly : [t1,t2] — R, sendoL(t) = [¢'(¢)]? — [¢(t)]? e [t1, t2] qualquer intervalo
fechado contido eril’, 7). A fungdo L; & contnua (como diferenca de
quadrados de fuidgs conihuas) e, portant@ um vetor ent’[t, t2]. O terceiro
passo consiste em aplicar nesse vetor o funcional int’fagg%gh] para obter a

integral da funéo L; no intervalo[ty, t5],

T = [ T0ar= [ 02 - ooy ar ©



A integral (9)e um rumero que depende da fuauy que escolhemos no espaco
vetorialC!(Ty,Ty). Portanto, a expreés (9) define um funcional
Sit, 121 - C'(T1, T») — R dado por

St (0) = | B OF — (62} dt (10)

Essee o funcional prometido.

2.7Funcoes linearesSejamV e W espacos vetoriais sobRe Uma
transforma@o f : V — W e dita umaransformacao linear se

flx+y)= f(x) + f(y) paraquaisquet ey emV,e f(Ax) = X f(x) para
quaisquer emR ex emV. No caso em qu& = W dizemos quef € um
operador linear. Um funcionalf : V' — R sobre um espaco vetori&l € dito um
funcional linear sef(z +y) = f(x) + f(y) para quaisquer ey emV, e

f(Az) = X f(x) para quaisquek emR ex emV. A transforma@o derivadaD
em2.6.], o funcional de Diraddo em2.6.2e o funcional integray’[a’b] em2.6.3
sao lineares; o funciona em (10) raoe linear.



