
2 Vetores
2.1Definição. SejaV um conjunto qualquer e sejamA eM duas operaç̃oes,

A : V × V −→ V M : R × V −→ V

: (x, y) 7−→ x + y , : (λ, x) 7−→ λx . (1)

Dizemos que o conjuntoV munido dessas operaçõesé umespaço vetorialsobre
R se as seguintes propriedades são satisfeitas:
V1) para quaisquerx ey emV , x + y = y + x ;
V2) para quaisquerx, y ez emV , (x + y) + z = x + (y + z) ;
V3) existe emV um elemento·0 tal que, para todox emV , x + ·0 = x ;
V4) para cadax emV existe emV um elemento−x tal que x + (−x) = ·0 ;
V5) para qualquerx ∈ V , 1x = x ;
V6) para quaisquerα eβ emR ex emV , α(βx) = (αβ)x ;
V7) para quaisquerα eβ emR ex emV , (α + β)x = αx + βx ;
V8) para qualquerα emR e quaisquerx ey emV , α(x + y) = αx + αy .



2.1.1Os elementos do conjuntoV são chamadosvetores, a operaç̃aoA é

chamadaadição vetorial e a operaç̃aoM é chamadamultiplicaç ão de ńumero
por vetor. De acordo com a notação estabelecida, o resultado da adição dos

vetoresx ey pode ser representado porA(x, y) ou porx + y; essáultima

representaç̃aoé a que usamos sempre, por motivosóbvios. Analogamente, a

multiplicaç̃ao de um ńumeroλ por um vetorx é representada pela mera

justaposiç̃ao deλ ex, e ñao porM(λ, x).

2.1.2Usamos para a adição de vetores o mesmo sı́mbolo+ usado para representar

a adiç̃ao de ńumeros, pois isso não causa confusões. Por exemplo, na

propriedadesV1 − V4 , + representa a adição vetorial, enquanto na propriedade

V7 temos+ representando adição de ńumeros no membro esquerdo da equação e

adiç̃ao de vetores no membro direito da equação. Por raz̃ao id̂entica usamos a

justaposiç̃ao de fatores para representar tanto a multiplicação de ńumero por vetor

quanto a multiplicaç̃ao de ńumeros.



2.1.3Listemos algumas conseqüencias imediatas das propriedadesV1 − V8 que

definem um espaço vetorial.(i) Para qualquer vetorx, ·0 + x = x e (−x) + x = ·0.

(ii) Existe umúnico vetor·0 que satisfazV3 , e que chamamosvetor nulo do

espaço vetorial; para cada vetorx, existe umúnico vetor−x que satisfazV3 , e

que chamamosvetor opostoax. (iii) O produto do ńumero zero por qualquer

vetoré o vetor nulo,0x = ·0 (x ∈ V ); o produto de qualquer número pelo vetor

nulo é o vetor nulo,α ·0 = ·0 (α ∈ R); o produto de um numero por um vetoré o

vetor nulo somente se o numeroé zero ou o vetoŕe nulo;(iv) o produto do ńumero

−1 por qualquer vetoŕe o vetor oposto,−1x = −x (x ∈ V ).

2.1.4Podemos definir vetores a partir de segmentos de reta orientados, como

veremos no primeiro exemplo seguinte. Esse talvez seja o primeiro tipo de vetor

com o qual fazemos contato em Fı́sica. No entanto, h́a exemplos de v́arios outros

tipos de vetores mais abstratos que são necesśarios em F́ısica e Mateḿatica.

Alguns ser̃ao descritos de um modo sucinto depois do primeiro exemplo.



2.2Espaço vetorial das setas livres. Um segmento de reta orientado no espaço
euclidianoE é definido por um par ordenado de pontos distintos; o primeiroé dito
inicial e o segundo, final. Vamos chamar um tal segmento desetae representá-lo
por−→PQ quandoP é o ponto inicial eQ, o final. O conjunto de todas as setas que
têm um dado comprimento, uma dada direção e um dado sentidóe chamado uma
seta livre; cada uma das setas que formam uma seta livreé chamada um
representativoda seta livre.Comprimento, direção esentidode uma seta livre
são, respectivamente, o comprimento, a direção e o sentido de qualquer dos
representativos da seta livre; o comprimento de uma seta livre tamb́emé
denominado seumódulo. Podemos pensar em uma seta livre como uma seta que
pode ser deslocada para qualquer lugar do espaço desde que não sejam alterados o
seu comprimento, direção e sentido. Representamos uma seta livre por uma letra
encimada por uma setinha,e.g., −→a . Tamb́em podemos escolher um representativo
qualquer da seta livre, digamos uma seta−→

PQ, e uśa-la para representar a seta livre;
nesse caso temos a liberdade de escrever−→a =

−→
PQ. O módulo de uma seta livrée

representado pelo seu sı́mbolo entre barras verticais; assim o módulo de−→a é |−→a | .



A figura a seguir mostra três representativos da seta livre−→a .

−→a

P

−→
PQ

Q
−→a

Seta nula, por definiç̃ao,é a seta degenerada em que o ponto inicial coincide com
o final; ela tem comprimento nulo, e direção e sentido indeterminados.Seta livre
nula é o conjunto de todas as setas nulas. Vamos representá-la por

−→
0 ou, quando

conveniente, por um sı́mbolo como−→PP, no qualP é um ponto do espaço. O
conjunto de todas as setas livres no espaço euclidiano será denotado por

−→
S (E).

2.2.1Dado um par ordenado de setas livres(−→u ,−→v ), vamos associar a esse par
umaúnica seta livre pela chamadaregra do tri ângulo. De acordo com essa regra,
escolhemos um representativo qualquer da primeira seta livre−→u e consideramos o
representativo da segunda seta livre−→v cujo ponto inicial coincide com o ponto
final do representativo da primeira seta.



Há umaúnica seta, que chamamos resultante, que vai do ponto inicial do

representativo da primeira seta livre até o ponto final do representativo da segunda

seta livre. O conjunto de todas as setas com mesmo comprimento, mesma direç̃ao

e o mesmo sentido da seta resultanteé uma seta livre que chamamossoma
vetorial das setas livres−→u e−→v , e que representamos por−→u + −→v . A regra do

triânguloé pois uma funç̃ao

As :
−→
S (E) ×

−→
S (E) −→

−→
S (E)

: (−→u ,−→v ) 7−→ −→u + −→v . (2)

−→u
−→v

−→u

−→v

−→u +
−→v



2.2.2Seja um par ordenado(λ,−→u ), no qualλ é um ńumero real e−→u , uma seta
livre. Seλ = 0 ou−→u =

−→
0 , definimosλ−→u como sendo a seta livre nula,

λ−→u =
−→
0 . Nos outros casos, por definição,λ−→u é uma seta livre com a mesma

direç̃ao que−→u , comprimento igual a|λ| |−→u |, e sentido igual ou oposto ao de−→u ,
conformeλ seja positivo ou negativo. Chamamosλ−→u produto do número λ

pela seta livre−→u . A regra de obtenç̃ao desse produtóe a funç̃ao

Ms : R ×
−→
S (E) −→

−→
S (E)

: (λ,−→u ) 7−→ λ−→u . (3)
2.2.3O conjunto

−→
S (E) das setas livres munido das operações (2) e (3)́e um

espaço vetorial sobreR. De fato,
−→
S (E) com essas operações satisfaz̀as

propridadesV1-V8 listadas em 2.1. Por essa razão podemos chamar as setas
livres de vetores. S̃ao vetores de caráter geoḿetrico, s̃ao visualiźaveis e suas
operaç̃oes s̃ao tamb́em visualiźaveis.
2.2.4Tamb́em definimos para setas livres as operações de produtos escalar e
vetorial, duas operações que s̃aoúteis mas ñao s̃ao necesśarias para definir as setas
como vetores.



2.3SejaR
n o conjunto dasn-uplas ordenadas de números reais. Uma taln-upla

seŕa representada por uma letra em negrito ou por uma letra sobrelinhada; por
exemplo, usamosa oua para representar o elemento(a1, a2, . . . , an) deR

n.
Definimos soma de duasn-uplas(u1, u2, . . . , un) e (v1, v2, . . . , vn) como sendo a
n-upla(u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn), i.e.,

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) := (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn) . (4)
Definimos produto de um número realλ por uman-upla(u1, u2, . . . , un) como
sendo an-upla(λu1, λu2, . . . , λun), i.e.,

λ(u1, u2, . . . , un) := (λu1, λu2, . . . , λun) . (5)
Em (4) temos uma operação de adiç̃ao den-uplas e em (5) uma operação de
multiplicaç̃ao de ńumero real porn-upla. O conjuntoRn munido dessas
operaç̃oes satisfaz̀as propriedadesV1-V8 listadas em 2.1 e, portanto, forma um
espaço vetorial sobreR. As n-uplas s̃ao vetores de caráter aritḿetico, muito
práticos de se operar.
2.3.1No espaço vetorialRn o vetor nuloé dado por0 := (0, 0, . . . , 0) e o oposto
do vetora = (a1, a2, . . . , an) é o vetor−a = (−a1,−a2, . . . ,−an) .



2.3.2O próprio conjuntoR forma um espaço vetorial sobreR. Nele, o vetor nulo

é o ńumero zero e o oposto do vetorx ∈ R é o seu negativo−x. Naturalmente,

podemos identificar os espaços vetoriaisR
1 eR.

2.4SejaD um conjunto ñao vazio qualquer eRD, o conjunto de todas as funções

deD emR. Definimos soma de duas funçõesf eg deR
D como sendo a função

f + g deR
D dada por

(f + g)(x) := f(x) + g(x) para todox emD . (6)

Definimos produto de um número realλ por uma funç̃aof deR
D como sendo a

funçãoλf deR
D dada por

(λf)(x) := λf(x) para todox emD . (7)

Em (6) temos uma operação de adiç̃ao de funç̃oes deRD e em (7) uma operação

de multiplicaç̃ao de ńumero real por funç̃ao deR
D. O conjuntoR

D munido

dessas operações satisfaz̀as propriedadesV1-V8 listadas em 2.1 e, portanto,

forma um espaço vetorial sobreR. Por isso, uma funç̃ao deR
D tamb́em pode ser

considerada como um vetor.



2.4.1O vetor nulo emR
D é a chamadafunção nula; ela associa o ńumero zero a

todos os elementos do domı́nio D. Se ela for representada porO, temosO(x) = 0

para todox emD. No espaço vetorialRD o vetor oposto af é a chamada função

oposta def , representada por−f e definida por(−f)(x) = −f(x) para qualquer

x emD.

2.5Base e dimens̃ao de um espaço vetorial.
2.5.1Seja um espaço vetorialV sobreR. Tendo em vista que a soma de dois

vetoresé um vetor e que para a adição vetorial valem as propriedades comutativa

V1 e associativaV2, podemos considerar expressões como

α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn, na qualx1, x2,...,xn são vetores deV eα1, α2,...,

αn, números reais. A expressãoα1x1 + α2x2 + · · · + αnxn é chamada

combinaç̃ao linear dos vetoresx1, x2,...,xn comcoeficientesrespectivosα1,

α2,...,αn. Dizemos queαi é o coeficiente do vetorxi na combinaç̃ao linear em

quest̃ao (i = 1, 2, . . . , n). Uma combinaç̃ao linear, por definiç̃ao, envolve um

número finito de vetores.



2.5.2Se um vetorx deV é igual a uma combinação linear de elementos deV

dizemos que a combinação linearrepresentao vetor e que o vetoŕe

representadopela combinaç̃ao linear. Suponhamos que no espaço vetorialV haja

um conjuntoB de vetores com a seguinte propriedade: cada vetor do espaço

vetorialV pode ser representado por uma, e somente uma, combinação linear de

vetores deB. Nesse caso, dizemos que o conjuntoB é umabasedeV .

Exemplificando, o conjuntoB = {
−→
i ,

−→
j ,

−→
k }, constitúıdo por tr̂es setas livres de

comprimento unit́ario e ortogonais entre sı́, é uma base do espaço vetorial
−→
S (E).

2.5.3Demonstra-se que todo espaço vetorial tem uma base. Além disso, se um

espaço vetorial tem uma base com um número finito de vetores, qualquer outra

base tem esse mesmo número de vetores, quée chamadodimens̃aodo espaço

vetorial. Assim, qualquer base do espaço
−→
S (E) das setas livres tem3 vetores e a

dimens̃ao de
−→
S (E) é3. Se um espaço vetorial tem base com número infinito de

vetores, dizemos quée um espaço comdimens̃ao infinita. O espaço vetorialRD

definido em2.4 é um espaço vetorial de dimensão infinita se,e.g., D = R.



2.5.4SejaV um espaço vetorial sobreR com dimens̃aon e{e1, e2, . . . , en} uma
base deV . É conveniente ordenar os vetores da base, queé ent̃ao considerada
como uman-upla ordenada de vetores,B = (e1, e2, . . . , en). Sex é um vetor de
V ex = α1e1 + α2e2 + · · · + αnen, os coeficientesα1, α2,...,αn são chamados
componentesdo vetorx na baseB. Dizemos queαi é a componente dex ao
longo do elementoei da baseB, ou queαi é ai-ésima componente do vetor na
baseB. As componentes dex na baseB formam uman-upla ordenada de
números reais,(α1, α2, . . . , αn). Cada vetor tem umáunican-upla de
componentes em uma dada base.Expandir um vetor em uma baseé obter a
combinaç̃ao linear de elementos da base que representa o vetor.
2.5.5No espaço vetorialRn os vetores s̃aon-uplas de reais. Uma base desse
espaçóe dada porBc = (u1,u2, . . . ,un), sendo o vetorui an-upla em que todos
os elementos são nulos com excessão doi-esimo, quée igual a1 (i = 1, 2, . . . , n),

u1 = (1, 0, . . . , 0) , u2 = (0, 1, . . . , 0) , . . . un = (0, 0, . . . , 1) . (8)

ChamamosBc base can̂onica deR
n. Naturalmente, a dimensão deR

n én.



2.5.6Seja um vetor qualquer deRn, digamos an-uplaa = (a1, a2, . . . , an).

Expandindo esse vetor na base canônica, obtemos

a = a1u1 + a2u2 + · · · + anun. Vemos que as componentes do vetor na base

can̂onica s̃ao os pŕoprios ńumeros que formam o vetora deR
n; isso acontece

apenas na base canônica! SejaB = (e1, e2, . . . , en) uma outra base qualquer de

R
n; expandindoa = (a1, a2, . . . , an) nessa base encontraremos uma expressão

a = ξ1e1 + ξ2e2 + · · ·+ ξnen na qual as componentesξ1, ξ2,...,ξn não ser̃ao, em

geral, os ńumerosa1, a2,...,an. É instrutivo verificar isso no exemplo em que a

baseB é formada pelos vetorese1 =u1, e2 =u1+u2,...,en =u1+u2+· · ·+un.

2.6Funções em espaços vetoriais.Funç̃oes que estabelecem relações com

espaços vetoriais costumam receber nomes especiais. SeV eW são espaços

vetoriais,f : V → W é chamadatransformaçãodeV emW ; seW = V ,

f : V → V é chamadaoperador sobreV . Um funç̃ao comoS : V → R, que

associa um ńumero a cada vetor de um espaço vetorialV , é chamadafuncional
sobreV .



2.6.1Exemplo. Tanto o conjuntoC(a, b) das funç̃oes cont́ınuas no intervalo real

(a, b), quanto o conjuntoC1(a, b) das funç̃oes com derivadas contı́nuas em(a, b),

formam espaços vetoriais se definirmos as operações nesses espaços como em (6)

e (7). Portanto, a funçãoD que transforma funç̃oes em suas derivadas, definida

em1.7, é umatransformação de vetores deC1(a, b) em vetores deC(a, b);

podemos chaḿa-la transformaçao derivada.
2.6.2Exemplo. O conjuntoC(R) das funç̃oes cont́ınuas deR emR forma um

espaço vetorial se definirmos suas operações como em (6) e (7). A função∆0

definida em1.1.7transforma vetores deC(R) em ńumeros e, por esse motivo,é

um funcional sobre o espaço vetorialC(R). Em1.9.2já hav́ıamos comentado que

∆0 é chamado um funcional de Dirac.

2.6.3Exemplo. O conjuntoC[a, b] das funç̃oes cont́ınuas no intervalo[a, b] forma

um espaço vetorial se definirmos suas operações como em (6) e (7). A integração

de funç̃oes desse espaço vetorial as transforma em números. Portanto, essa

integraç̃ao, definida em1.8, é um funcional sobre o espaço vetorialC[a, b].



2.6.4Exemplo. Agora, vamos preparar um funcional usando vários ingredientes
em diversos passos. No primeiro passo, tomamos uma funçãoφ no espaço vetorial
C1(T1, T2) das funç̃oes com derivadas contı́nuas no intervalo real(T1, T2). Natu-
ralmente, podemos derivar tal função e obter a funç̃ao cont́ınuaφ′. No segundo
passo, consideramos a funçãoL : R × R → R definida porL(q1, q2) = q2

2 − q2
1 e,

seguindo o mesmo ḿetodo exposto em1.6.2, usamos as funçõesL, φ eφ′ para
formar a funç̃ao compostaL1 : (T1, T2) → R, dada pela expressão
L1(t) = L(φ(t), φ′(t)) = [φ′(t)]2 − [φ(t)]2. Nada impede definirmos a função
L1 : [t1, t2] → R, sendoL1(t) = [φ′(t)]2 − [φ(t)]2 e [t1, t2] qualquer intervalo
fechado contido em(T1, T2). A funçãoL1 é cont́ınua (como diferença de
quadrados de funções cont́ınuas) e, portanto,́e um vetor emC[t1, t2]. O terceiro
passo consiste em aplicar nesse vetor o funcional integração

∫
[t1,t2]

para obter a

integral da funç̃aoL1 no intervalo[t1, t2],

∫
[t1,t2]

L1 =

∫ t2

t1

L1(t) dt =

∫ t2

t1

{[φ′(t)]2 − [φ(t)]2} dt . (9)



A integral (9)é um ńumero que depende da funçãoφ que escolhemos no espaço
vetorialC1(T1, T2). Portanto, a expressão (9) define um funcional
S[t1,t2] : C1(T1, T2) → R dado por

S[t1,t2](φ) :=

∫ t2

t1

{[φ′(t)]2 − [φ(t)]2} dt . (10)

Esseé o funcional prometido.

2.7Funções lineares.SejamV eW espaços vetoriais sobreR. Uma
transformaç̃aof : V → W é dita umatransformação linear se
f(x + y) = f(x) + f(y) para quaisquerx ey emV , ef(λx) = λ f(x) para
quaisquerλ emR ex emV . No caso em queV = W dizemos quef é um
operador linear. Um funcionalf : V → R sobre um espaço vetorialV é dito um
funcional linear sef(x + y) = f(x) + f(y) para quaisquerx ey emV , e
f(λx) = λ f(x) para quaisquerλ emR ex emV . A transformaç̃ao derivadaD
em2.6.1, o funcional de Dirac∆0 em2.6.2e o funcional integral

∫
[a,b]

em2.6.3
são lineares; o funcionalS em (10) ñaoé linear.


